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[lOT] I. 

Ueber die Abbildung einer Kugelflaclie in einer 

Ebene. 

- (De repraeaentatione snperficiei sphaericae super piano.) 

Von 

Leonhard Euier. 

[Acta Aead. Seient. Imperial. Petropolitanae pro anno MDCOLXXYII, 

T. I, p. 107—132.] 

§ 1. Im Folgenden betraehte ich nicht nur optische Pro- 
jectionen, mittelst deren die Terschiedenen Punkte einer Kngel- 
flttche so in einer Ebene abgebildet werden, wie sie einem 
an einem bestimmten Orte befindliehen Beobachter ersdieinen, 
d. h. AbbildoDgeD; bei denen die einzelnen Punkte, die der 
Beobachter sieht^ nach den Gesetzen der Perspective auf eine 
Ebene projicirt werden: vielmehr fasse ich das Wort Abbil- 
dung im weitesten Siime auf, so d;is.s diu einzelnen Punlvte 
der Kugelfläche nach einem beliebigen Gesetze in einer Ebene 
dargestellt werden; dabei entspricht jedem Punkte der Kugel 
ein bestimmter Punkt der Ebene und umgekehrt, falls nicht 
etwa der Fall eintritt, dass die Bilder gewisser Kugelpunkte 
imaginär werden. 

§ 2. Es möge die Figur abc (Fig. 1 auf folg. S.) eineS 
Theil einer Kngeltiäche darstellen, deren Pol im Punkte a- 
liegt, wälirend alc der Aequator ist. ah sei der Anfängst, 
meridian, von dem ans, wie es in der Geogrnphie liblicli in 
die Längen der einzelnen Punkte der Kugel gerechnet werden 
Wir bedachten irgend einen Punkt der auf dem Meridian 
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hpl Hege; letzterer bildet mit dem Anfansrsinerirlian den Winkel 
ahl, der crleicb dem liegen al des Aequatora ist und mit t 
bezeichnet werden möcre. Die Breite jenes Pnnktes ist der 
i)Ogen Ip =- V. Als Einheit der Länge soll der Kngelradiua 
angenommen werden. 



in i igur 2 möge ferner die Ebene der Zeichnung die- 
jenige Ebene sein, in |108j der die Abbildung liegren soll, 
und P sei derjenige Punkt, der dem Punkte p der Kugel 
entspricht. Von P sei auf die Abscissenaxe EF^ deren Lage 
beliebig angenommen werden kann, das Lotb PX gefällt, 
und es werde, auf den Punkt E als Anfangspunkt bezogen, 
die Abscisse EX=x und die Ordinate X P = gesetzt. 
Da unserer Annahme gemäss die J^age des Punktes P sich 
nach irgend einem Gesetze aus der des Punktes p der Kugel 
ergeben soll, die Lage von p aber durch die beiden Variabeln 
t und u bestimmt ist, so muss man die Coordinaten x und y 
als Functionen jener beiden Variabein t und u ansehen. 
Unsere Untersuchung gehört mithin dem Tlieile der Analysis 
an, der sich mit Functionen von zwei Yerftnderliehen be* 
schäftigt. 

§ 3. Wir wollen nunmehr die Verftnderliehkeit der beiden 
Grossen t und u in Rechnung sieben. Dazu betrachten wir 
auf der Kugel den Punkt q (Fig. l), dessen Länge sss 
während seine Breite u + du ist Femer sei r der 
Punkt, dessen Länge t dt und dessen Breite Vr = u ist. 
Venrollständigen wir die Figur zu dem Parallelogramm /)^6r, 
so hat s die Länge t dt und die Breite u + du. Auf 
der Kugel hal)en wir dann die Bogenelemente pq =^ du und 
ir = dtj daher wird das Bogenelement pr = dt - cos u. 




Fig. 1. 



Fig. 2. 



« 
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Ferner ist das ParaUelogramm pqsr ein Beehteck, mitbin 
seine Diagonale 

ps = \ du^ + df^ • cos* u . 

§ 4. Weiter mögen den anf der Engel liegenden PnnktMi 
j)j $ in der Ebene die Punkte Pj Bj S entsprechen; 
und die von letzteren anf die Abseissenaxe gefällten Lothe 

seien FX, QU, RV und SW. Da der Punkt Q dadurch 
auB P entsteht, dass nur die Variable u um das Element da 
geändert wird, [während i uugeäiideit bleibt], so haben die 
Coordinateu von Q, folgende Werthe: 

Ebenso ist, da der Punkt P aus P dadurch entstellt, dass t 
allein geändert wird, die Abscisse dieses Punktes 

nnd seine Ordinate 

VB = y + dt['l). 

Endlich ist die Abscisse des Punktes der durch die gleich- 
zeitige Aenderung von t und u aus P entsteht, 

[109] und seine Ordinate 
Daraus erhellt, dass 

ist, und dass die Strecke 

VW = du 

die gleiche ürOsse hat. Ebenso wird 

WS — VR = ÜQ— XP = du . 
Hieraus aber folgt, dass das Linienelement RS gleich dem 
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Elemente PQ ist, nnd ebenso wird PB gleich QS^ das 
Viereck PQSM mithin ein Parallelogramm. 

§ 5. Wir wollen znnftchat die Seiten des Elementarrecht- 
ecks pq$r auf der Engel mit denen seines Bildes in der 
Ebene, d. h. mit den Seiten des Parallelogramms PQSR 
▼ergleichen. Fflr die letzteren haben wir [nach § 4] die 
Werihe: 



während 

pqss=dUi pr = dt 'C09 zt 

war. Nnn stellt aber PQ in der Bildebene die Bichtnng des 
Meridians [von P] dar, nnd dabei entspricht das Element PQ 
einem Meridianbogen von der Länge du. Femer stellt PR 
die Richtung des Parallelkreises dar, nnd zwar entspricht 
das Element PM einem Parallelkreisbogen von der Lftnge 
dt • cos u. Wenn daher die Fnnctionen x und y so beschaffen 
wftren, dass 



nnd 



wäre, so würden sowohl die Meridiane als die Parallelkreise 
in der Bildebene dieselbe Grösse haben wie auf der Kngel. 
Dabei knniito indessen immer noch zwischen der Kugelfläche 
und ihrem Bilde ein Unterschied bestehen , und zwar ein um 
so grösserer, je mehr die Winkel in der Ebene sich von 
rechten Winkeln unterscheiden. 

§ 6. Das führt uns darauf, die Lage des Meridians PQ 
nnd des Parallelkreises Pli in Bezug auf die Coordinaten- 
axen Xj y zu untersuchen. Ans der Figur ergiebt sich, dass 
das Meridianelement PQ mit unserer Axe EF einen Winkel 

bildet, dessen Tangente = • Ebenso bildet 

die Bichtnng des Parallelkreises PR mit EF einen Winkel, 

dessen Tangente = : ist. Die Differenz dieser 

Winkel giebt nun den Winkel (llOj QPR^ unter dem der 
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Parailelkreis gegen den Meridian geneigt ist, und die Tangente 
des letzteren Winkels ist 

f/fj \du) [äf f 

dul \ätj \dul \dtl 

Soll dieser Winkel QFM ein rechter sein, wie auf der Kugel, 
so muss 

{du) [dt] (^) ) ^ ^ 

sein oder 

(^y\ . _ idxy idjA 

\dtil'\du]'^ \dt} \dtl' 

§ 7. Würde nun verlangt, dass die Figar PQSB in 
der Ebene der Figur p^sr auf der Kngel congrnent sein* boH, 
80 mtssten folgende drei Bedingungen erfüllt sein: Es mflsste 
1) PQsszpq^ 2} PR=pr sein, nnd 3) mflsste Winkel 
QPR =: qpr = 90^ werden. Es mttssten demnach folgende 
drei Gleichungen bestehen: 

Setzt man noch 

so mflsste nach nach Gleichnng III 

ldy\ fdxX 

[ätjidi] — """^'f' 

also . 

fö) = f (ä) — (S) ^ 
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sein, und die Einsetzuug dieser Werthe in die beiden ersten 
Gleichungen würde ergeben: 

Offenbar aber können die obigen drei Bedingungen unter 
keinen Umständen gleichzeitig erfflUt werden, da eine Kugel- 
flftche bekanntlieh anf keine Weise sich genan in einer Ebene 
abbilden lässt^). 

§ 8, Um die Differentialansdrfteke ans der Rechnung 
fortzaschaffen, wollen wir jetzt folgende Snbstitationen machen: 

■ fö)— &H- m— fö)='. 

so dasä 

dx = pdu -\- qdtj dy = rdu sät 

wird. [III] Dann ist vor Allem erforderlieh, dass die letsteren 
beiden AnsdrfLcke exaete Differentiale sind 2); nnd das ist 
Fall, wenn />, s solche Functionen der Yariabeln i nnd u 
sind, dass 

(S)=(ä)''"^ (£)=(£) 

wird. Ansserdem nehmen die oben fOr die Linienelemente 
gefundenen Ausdrucke folgende Form an: 



FU = du Vi)* + r*, FR = dt Vq' -f- 
Femer ist die Tangente des Neigungswinkels von PQ gegen 

die Axe = — nnd die Tangente des Winkels, den FR mit 

der Axe bildet, = — : endlich Ist die Tangente des Win- 
keis QFE 

_ qr — ps 
pq H- r9 

§ 9. Nach Einführung dieser Bezeichnungen werden die 
Bedingungen, die eine vollkommen genaue Abbildung erfUUen 
mttsste, folgende: 

L ö« + = 1; n. fl« + ** = cos««; III. ~ = — ^ . 

X- I 7 3 ^ p 8 



Digitlzca Ly Gu^.' . 



I. Ueber die Abbildang eiaer Kagelfläche in einer £b6ne. 9 
Sdtxt man hierin 

^ = tang (p , 

80 wird 

i. = — cotgijp, 

d. h. 

r=^taDg<jp, s = — S'<sotg^, 
und die beiden ersten Bedingungen geben 

woraas 

ci)srf, ^ == — sin f/) cos« 

und weiter 

r = sin <p j « s= cos y • cos u 

folgt. Nach Sabstitntion dieser Werthe werden die Ausdrfieke, 
die exacte Differentiale sein mdsseD, folgende: 

dz SS du cos 9) — dtmnq) eosti, 

dy Ä du sin 9 + c;?^ cos^? cos u ; 

und da liierzu erforderlicli iit, dabS 

\dtl \duj' \dt)^\dul 
wird, 80 ergeben sich die folgenden beiden Gleichnngen: 

L — sin (fi = sintf sin^E» — (^) ^^'^^ ^^^^ » 
n. 1^ j cos f/) Ä — sin» coB ^ ^ CO8» sin <p . 

[112] Addirt man diese Gleichungen , nachdem man I. mit 
cos(jp, IL mit sin 9) maltiplicirt hat, so ergiebt sich: • 

g> darf also nnr von der Variabeln t abhängen. Combinirt 
man aber die Gleichungen noch anf eine andere Art, indem 
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man sie addirt, naclulem man I. mit ^sin^, II. mit cos^ 
maltiplicirt hat, so erhält man 




68 mftsflte demnach von u abhftngeD^ was dem Torigen 



Resultate widerspricht. Damit ist auch durch Rechnung ab- 
geleitet, dass eine vollkommen genaue Abbildung der Kugel 
in einer Ebene nicht möglich igt. 

§ 10. Da hiernach eine vollkümmeu genaue Abbildung' 
gänzlich ausgeschlossen ist, sind wir schlechterdings auf Ab- 
bildungen angewiesen, die nicht ähnlich sind, und bei denen 
die Figur in der Ebene von der abzubildenden Figur auf der 
Kugel irgendwie abweicht. In Betreff der Abweichung des 
Bildes von der Wirklichkeit können wir verschiedene Annahmen 
machen; und je nach der Annahme, die wir zu Grunde legen, 
ktanen wir es erreichen, dass die Abbildung für diesen oder 
jenen Zweck am geeignetsten wird. Dabei können die Be- 
dingangen, denen die Abbildnng genügen soll, auf die 
mannigfachste Art variirt werden. Von den unendlich vielen 
Möglichkeiten, die sich so ergeben, sollen im Folgenden einige 
besonders wichtige eingehender behandelt werden. Dabei 
wollen wir vor Allem annehmen, dass die Winkel, welche die 
Meridiane mit den Parallelkreisen bilden, llberali rechte sind. 
Denn wenn wir anch schiefe Winkel zulassen wollten, würde 
die Abbildnng eine ganz nnzweckmässige werden. Somit 
wollen wir im Folgenden stets annehmen, dass der Winkel 
QPM ein rechter und daher 



§ U. Wir wollen noch allgemein nntersnehen, welche 
Folgernngen sich ans der vorstehenden Fordemng, dass alle 
Parallelkreise die Meridiane senkrecht schneiden sollen, er- 
geben. Dazn fahren wir wieder den Winkel q> ein, setzen 
also rs=p tang^) nnd daher « s= — q cotg g>. Durch Ein- 
setzung dieser Wertbe von r nnd s nehmen die Ansdrttcke, 
die exacte Differentiale werden sollen, folgende Gestalt an: 

dx SB pdu + qdt^ dy = p tang rp du — g cotg q> dt. 



r 



sei. 
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§ 12. Um diese Formeln gleichförmiger zn gestalten, 
wollen wir an Stelle von p nnd q zwei andere Variable m 
und n einfahren, indem wir setzen: 

p =z m co&if f q = n mi q> y 

woraus 

r = m Bin if j s = — n cos (p 

folgt. Dadnrch werden die Ansdrflcke, [113] die exaete Dif- 
ferentiale werden sollen: 

dx s= m Qi)& ifi du + n sin 9 dt , 

s=sfnsmq> du — n eos q> dt . 

Hiermit ist die ganze Aufgabe auf die Frage ziuückgeftihi*t: 
wie müssen die Puncliuneu m nnd 71 besclialieu sein, damit 
die vorstehenden beiden Ausdrücke exacte Differentiale werden? 
Dabei hat man noch die Bedingungen zu berücksichtigen, 
(leieii Erfiillnn^^ man nach den obigen Krörterangen in jedem 
Falle verlangen kann. 

Erste Annahme. 

Alle Meridiane sollen auf der Axe £!F senkrecht 
stehen und alle Parallelkreise dieser Axe 

parallel sein. 

r 

§ 13. Da tang ^ = wai*, so misst der Winkel (p die 

P 

Neigung des Bogenelements PQ gegen die Axe EF] anderer- 
seits ist die Richtnng von PQ die des Meridians. Der Winkel 

ff muss daher bei Zugrundelegung unserer Voraussetzung ein 
rechter sein, und die obigen Differentialausdrücke werden: 

dx s= n dty dy = mdu, 

Pass diese exaete Differentiale werden, kann man auf unend- 
lich viele Arten erreiehen; man braucht ja nur fUr m eine 

beliebige Function von u und für n eine Function von t zu 

setzen. Daraus f Igt, dass man der Abbildung noch weitere 

Bedingungen ;iuterlegen kann. ^ ' * 

§ 14. Zunächst kann man alle Längengrade j^leich gross 
machen; denn es ist ja kein Grund dafür vorhanden, zwischen 
diesen Graden Ungleichheiten anzunehmen. Wenn daher 
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unsere Axe EF den Aequator darstellt und die Abscisse EX 
dabei dem Bogen al ^ t des Aeqnators entsprich so kann 
man x ^ d. h. die obige Function n der Einheit oder 
auch einer beliebigen andern constanten Grösse gleich setzen, 
während man fflr die Ordinate noch eine willkürliche Function 
von u nehmen kann. 

§ 15. Bei dieser Annahme wird das ParaUelogramm 
PQSR nicht nnr ein Reehteck, wie anf der Kngel, aondem 



[d. h. es würden alle Längen- und Breitengrade der Karte 
einander gleich werden]. Eine solche Abbildung aber würde 
ganz unbrauchbar sein und alle Gebiete der Erde ganz verzerrt 
wiedergeben. 

§ 10. Besser wird man die Ordinate y einer Function 
der Juoite u gleicli setzen und über diese Function je nach 
dem Zwecke, dem <lie Karte dienen soll, passend verftlgen. 
Hier bietet sich nun zimiichst die Annahme dar, dass das 
Parallelogramm PQSli der Ebene dem Parallelogramm p(/sr 
auf der Kugel ähnlich werden soll; denn dann werden wenig- 
atena die kleinsten Theile der Kugeltläche ihren Bildern in der 
Ebene ähnlich. Es ist dies gerade die Annahme, die man 
stets bei den J/erca^'schen Seekarten, so genannt nach 
ihrem Erfinder zu Grande legt, da eine derartige Abbildung 
den Seefahrern die grössten Vor theile gewährt. Wir wollen 
diese Art der Abbildung in aller Ktirze entwickeln. 

I. lieber Seekarten in Mercator^s Projection. 

§ 10^«'). Dil hier das Rechteck PQSE dem ßechteck 
pqsr ähnlich werden fioll, in welchem 




Fig. 3. 



S 



der Pnnkt Q liegt aacb aof 
der Ordinate XP, so das^ 

PQ = dy, PR = dx = d^ 
wird (Fig. 3). Wttrden wir 
ansserdem y — u setsen, wo 
u die Breite bezeichnet, 8< 
wttrde , falls etwa dx =^ 
einem Längengrade, dy = du 
einem Breitengrade |114] ent- 
spräche '^j, dy = dx werduu, 



pq= 'du , pr = dtwu 



ist, so mnss 



dy :dx = du: dt qobu 
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werden, and mit Rttcksiclit attf dx = dt folgt hieraus 

- du 

dnteh Integration endlich ergiebt sieh: 

y = log tang (45** + ^u) . 

Der Breite, die auf der Kugel durch den Winkel ii gemessen 
wird, entspricht also bei dieser Abbildunjs: eine Ordinate, die 
gleich dem natürlichen Logarithmus der Tangente dea Winkels 
ist. Nach dieser Funnel pfleirt man eine Tabelle 
zu beiLcimen, %velche für die einzelnen Breiten u die Werthe 
des zugehörigen y giebt. 

§ 17. Da hier alle ParallelkreiBe der Karte dem Aeqnator 
gleich sind, während sie auf der Kugel immer kleiner und 
kleiner werden, so müssen die Grade eines jeden Meridians, 
die auf der Kugel gleich sind, nnf der Karte in demselben 
Yerbftltniss grösser werden, in dem die Grade der einzelnen 
Parallelkrelse gegenüber denen auf der Kugel vergrOssert 
werden* Somit nehmen auf den Meridianen die Breitengrade 
mit wachsender Breite beständig zu, und zwar in demselben 
Yerhftltniss, in dem der Cosinus der Breite abnimmt Wenn 
daher du einem Meridiangrade [115] auf der Engel entspricht 
80 bat auf den in Rede stehenden Karten derselbe Grad die 
du 

Länge Unter der Breite 60^ hat z. B. ein Meridian- 

cos u 

grad die doppelte Länge wie auf der Kugel: und am i'ol 
wird er sogar unendlich laug. Derartige Karten dürfen daher 
nie bis zu den Polen reichen. 

§ IS. Der grösste Vortheil, den diese Karten den See- 
fahrern gewähren, besteht darin, dass die loxodro mischen 
Linien, d. h. diejenigen Curven, welche mit allen Meridianen 
der Kugel denselben Winkel bilden, bei dieser Abbildung in 
gerade Linien übergehen; denn letztere schneiden alle Meri- 
diane der Karte, die ja einander parallel sind, unter dem- 
selben Winkel. 

§ 19. Wenn z. B. die Linie ap (Fig. 1, S. 4) diejenige 
Lozodrome darstellt, die mit allen Meridianen den Winkel ^ 
bildet, nnd wenn man ihre Länge ap mit z bezeiclinet, so wird 

du : dz = toB^ : \ f 
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dieselbe Giösse wie auf dem Aeqnator; es ist also wieder 
X = t. Nnti handelt es sich weiter darum, dass dei i iächen- 
inhalt des Rechtecks PQSli — cLrdy dem Inhalt des Recht- 
ecks pqii7' der Kugel gleich, d. h. = dudt - cos u werde: 
dazu ist nur nöthig, dass 

dy = du cos u 

wird, woraus durch Integration 

y sss sin 

folgt Hiernach ist die Oonstrnction einer solchen Karte sehr 
leicht; man braucht nur die einzelnen Ordinaten gleich [117] 
den 0inn8 der entsprechenden Breiten zn machen. Die auf den 
einzelnen Meridianen abzutragenden Breitengrade werden dabei 
immer kleiner, je weiter man sich vom Aequator entfernt, 
und verschwinden am Pole ganz. Der Pol eeibst wird dnreb 
eine dem Aeqiuitor parallele (iorade dargestellt, die vom 
Aequator den Abstand sin u = i hat; letztere! Abstand ist 
also gleich dem Kugehadiu?. 

§ 23. Stellt man die ganze Erdoberfläche auf diese An 
dar, so hat die Karte die Form eines Rechtecks, dessen Länge 
gleich dem Umfang des Aequators, d.h. =2 /r, ist, während 
die Breitenausdehnung auf jeder Seite des Aequators gleich 
der Längeneinheit und dah<n' der Flächeninhalt des Recht- 
ecks = 4 7ry d.h. gleich dem Inhalt der ganzen Kugelfläche, 
ist. Auf derartigen Karten werden alle Länder der Erde in 
ihrer wahren Grösse dargestellt, wenn auch ihre Gestalt grosse 
Abweichungen von der Wirklichkeit zeigt. Stets hat bei 
dieser Darstellung irgend ein Theil der Karte denselben 
Flächeninhalt wie der betreffende Theil der Erdoberfläche. 
Solehe Karten werden daher dazu dienen, die Tcrschiedenen 
Gebiete der Erde ihrer wahren Grösse nach zu vergleichen. 
Es geschieht dies am besten durch Angabe der Quadratgrade 
jdes Aequators] oder der Quadratmeilen, wol^ei auf einen 
Grad des Aequators fünfzehn deuibche AltUeu gerechnet 
werden. 
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Zweite Annahme. 

Es sollen die kleinsten Theile der Erdoberfläche 
durch ähnliche Figuren auf der Karte 
dargestellt werden. 

§ 24. Falls eine solehe Aehnlicbkelt statthaben soll, ist 
vor Allem nOthig, dass die Meridiane überall anf den Parallel- 
kreisen senkrecht stehen. Naeh § 12 mtlssen daher die fol- 
genden Ausdrflcke exacte Differentiale werden: 

dx = m cos €p du n M(p dt^ 
ily = m sin ip du — n cos cp dt . 
Ferner ist (s. Fig. 2, S. 4j 

PQ = du yf -f = m du^ 

PR = dt Vff -h =^ndt, 

während der Winkel QPll bei Zugrundelegung vorstehender 
Formeln von selbst ein rechter ist. 

[118] § 25. Soll nun das Rechteck PQSR dem Rechteck 
pqsr (s. Fig. 1 u. 2, 8. 4) Ähnlich sein, so ist noch erforder- 
lich| dass 

d. b. 

171 : n = 1 : cos u 

oder 

n «» cos » 

ist. Unsere beiden Differentialausdrücke werden daher; 
dz — m cos (f du m cos u sin ip dt^ 
dy = m Bin (f du — m cos u cos g> dt . 

8 26. rnserf» orjiuxe Anf-j-a^te ist hiermit dnrauf zurück- 
geführt, zu timittcln, welche i unctionen von / und u man 
für m nnd 7 nehmen muss, damit die vorstehenden Ausdrücke 
exacte Ditferentiale werden. Doch wollen wir der Kürze 
halber an Steile von m und (p wieder p und r einführen. 
In § 12 war 

j9 s=s m cos (/) , r = 191 sin 9? 

Ostwaid's Klassiker. 93. 2 
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gesetzt; somit haben wir fan Stelle der beiden letzten Glei- 
chungen des § 25] folgende Gleichungen: 

dx ^ pdu + r cos» dtj 

dy = rdu — p cos« dt\ 

und es fragt sich, welche Fuüctionen von f und u man für 
p nnd r nehmen muss, damit die vorstehenden Ausdrücke 
ezacte Differentiale werden. Eine Lösung dieser Aufgabe hat 
man, wie sich leicht übersehen lässt, in dem Falle der See- 
karten; man hat, um die fflr letztere oben gefundenen Wot^- 
mein zu erhalten, nnr 

i> = 0 , r = — — 

cos w 

zn setzen. Andere Lösungen aber lassen sich nicht so einfach 
errathen. 

§ 27. Ans den bekannten Integrabilitätsbedingungen er- 
giebt sich znnftchst, dass folgende Gleichungen erfüllt werden 
mtlssen: 

(dp\ [dir Qo^u]\ , . Id7'\ 

£) = (—d^i — [dii ' 

(dr\ ld{pcosu)\ , ldp\ 

Ans der letzten dieser Gleichungen folgt: 

(£)=^p*"«''-6ol«(S)' 



und da 



ist, erhält man folgende neue Bedingung: 

du . ldr\ , 

dp = pimgudu — ( ^//^^^ — ^ sinwa^ + l^lcosMa^. 

Miiltiplicirt man mit cos ?/ und bringt das erste Glied rechts 
aul die linke Seite, so wird 

dp ' cosu —p sin u du 
= — r sin» cosu dt + cos*» dt r- du. 
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Da in dieser Gleichung der links stehende Ausdruck ein 
exactcs Difierential ist, so mnss man auch [119] den rechts 
ssteheuden Ausdruck dadurch zu einem solchen machen, dasä 
man für r eine jreeignete Fiiiietion von / und u sueht'^). 

§ 28. Jetzt gilt es nun, einen passenden Weg zur Lösung 
dieser Aufgabe einzuschlagen. Nach reiflicher Erwägung aller 
Schwierigkeiten boten sich mir zwei Methoden dar, um zum 
Ziele zu gelangen. Die eine von ihnen liefert unzählig viele 
ParticnlarlÖsungen , während die zweite mich auf die allge* 
meiuste Ldsnng geführt hat. Beide Methoden werde ich^ier 
ansflüirlich entwickeln, da durch dieselben die Theorie der 
Fanetionen Ton zwei YerAnderliclien eine erhebliche Bereiche- 
rung zn erfahren scheint^ 

Methode zur Auffindung von Farticularlösungen^) 
der Differentialgleichungen 

dx = j) du + r cos udt^ dy = r du — p cos u dt 

§ 29. Da die Functionen p und r die beiden Variabein 
ti und t enthalten, wollen wir jede von ihnen gleich dem 
Prodncte einer Function von u und einer Function von t 
setzen. £s sei also 



wo U und V Functionen von u allein, 2' und G aber Func- 
tionen von t allein sind. Dann nehmen die Auadrücke, die 
exacte Differentiale werden sollen, die Form an: 



§ 30. Hieraus kann man eine doppelte Darstellung von 
X und y in Form von Integralen ableiten. Wenn nämlich t 
als constant angesehen wird nnd daher die letzten Glieder 
verBchwinden, schlieast man ans den ersten: 



Betrachtet man dagegen u als constant, so ergiebt sich ans den 
letzten Gliedern: 



1. dx = ÜTdu+ Ve cos u dt , 
II. dy = VQdu^ UT cos u dt , 





2» 
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[120) Ferner niügspn die beiden Ausdrück© für x einander 
gleich seiD, ebenso die fiir y. Das giebt: 

Tfüdu^Vco^ufedt oder {^-^^ = 1^ 

und 

e I Vdu = — 27 cos uj Tdt oder ^7^^ = — ' 

Aas diesen beiden Bedingungen musä man die Functionen Uy 
F, T lind ('J ermitteln. 
§ 31. 8oU 



füdu _ f^_dt 
Fcos« T 

sein, so mflssen beide Brüche einer Constanten gleich sein, da 
ia die beiiicu Varinbeln n und t von einander unabhäD^rii' 
aiüd. Der Werth dieser (Juuätanten sei a; daun ist 

J Üdu = ö Fcostt und Jodt aT. 
Ebensa masSy wenn 

[Vdu ^_ fTdt 

U cos u O 

sein soll, jeder dieser Brüche einer Constanten ß gleich 
sein, d. h. 

f rdu = (iUco&u, jTdt^'-ßQ. 

Dadurch sind die in den Formeln auftretenden Integrale auf 

absolute Grössen reducirt, und die Werthe von x und y lasscu 
sich ohne Integrationszeichen foigcndermaassen ausdrücken; 

X = aTV ^o%u ^ y =^ ß&Ueo^u, 

§ 32. Weiter wollen wir zur Abkürzung 

P Ö 

i7 cos w = P , V cos w = Q , also U == , V = 



cos u ' cos u 

setzen. Unsere vier Formeln wcrdeu dann: 

Jodi = aT, jTdt = — ßQ\ 

J COS U J OOS u 
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Difiercntiirt mau die ersten Gleichungea beider Reihen, so er* 
giebt dich: 

dT ^ da 

& = a —TT 1 -P = a cos w -r- , 
dt ^ du^ 

und substituirt man diese Ausdrücke in den beiden übrigen 
Gleichungen, so werden diese: 

/ Tdt = — aß -=r- und / ä aß cos u —— • 

J dt J cos u ^ du 

[121] § 33 ^j. Differentiirt man die beiden letzten Gleichnngen 
nochmals nach t^ resp. Uy so ergeben sich die folgenden: 

^ ^d^T ^ ^ ^ d^Q ^ . dQ 

T=:: — ^ß-^i Q = aß cos*« — — aß smtf cos« ^ - 

Damit sind wir anf zwei Differentialgleichnngen zwdter Ord- 
nung gelangt, nnd von ihrer Integration hftngt die Ldsnng 
unserer Aufgabe ab. 

§ 34. . Wir wollen mit der ersten Gleichung 

^ dt^ 

dT 

beginnen. Multipliciren wir dieselbe mit 2 ^ und integriren, 
80 erg^ebt äch: 



und weiter 

Ebenso folgt aus der zweiten Gleichung 

Q = aß cos' u -r-r — ccß sm ti cos « - y , 
*^ du* ^ du ' 

wenn man dieselbe mit 2 -~ multiplicirt und dann integrirt: 

du 

Qt g^^i ^ (^^) ^ 

und weiter 

du^ _ aßdO^ 
cos^ w 0« — ^ ' 
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fiehnfs der weiteren Integration mflssen wir zwei Fälle nnter- 
seheiden, je nachdem die Grösse aß positiv oder negativ ist 

Erster Fall: 

31 

Es sei a/? = + also = + ^ • 

§ 35. In diesem Falle haben wir 

und hierin wollen wir, da A eine positive Grösse sein mass, 
A = setzen. Dann wird 



und nach Ausführung der Integration 

i d sss X aresin j , 
woraus durch Umkehrung 

r....(i±i) 

folgt Da ferner 

„ dT 

ö = a -r— 

dt 

war, so ergiebt sich 

e«_cos(~^-). 

§ 36. Die zweite su integrirende Gleichung wird fttr 

du X dQ 



cos w y — Ji 

ihr Integral ist 

log tang (45° + ^u) + l log e = L log (Q + 1 —'S ). 

Um diese Gleichung in eine bequemere Form bringen zu 
können, wollen wir 

tang (45® + ^w) == « 

biyiiizeü by Google 



L Uüber die AbbiiUuu^ eiaer üugölfiUche iu eiuer li^bene. 23 



setzeB, woraus, da 

J cos u 



ist, 



[122] und daher 



ds du 

8 COä u 



(h s 
du COä u 

folgt. Die vorstehende Gleichung wird dann: 

log (6^*) = k log (Q + V Ü'^B ) , 
woraus ^ 

= + yc2* — i^y oder Q + l^'Q* — J5 = €5^ 

folgt. Setzen wir tiocii zur Abkürzung = v uud lösen 
nach Q anf, so ergiebt sich: 

Ferner wird 



c;^« cos » cos 2b cos »' 
Psss a cos «-7^ = l^ayfi«" 

dl/t £ S 

§ 37. Ans den oben gefiindenen Wertiien von P und Q 
folgt 

^ avB9^ avBa^^ ^ ««^ i?^""*^ 

2 cos« 2€ OOS w * 2 cos « 2c cos « ' 

und hieraus endlich ergeben sich für die Coordiuaten y 
die Formein: 

y = ^ a^Aa cos I — — I Uä*^ — ~ ä '^j , 
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und darin ist 

^^■Jf Ä == tang (45« + i«) . 

Die vorstehendeD Fuimeln werden noch elegaüter, weuu wir 
B=s. e"b setzen. Dann lauten dieselben: 

« = ^aca sin l^-^j^j + '^ji 
y = ^a£a cos — hs ^ j • 



£! 

er 



Zweiter Fall: 
Es sei aß := — ^* , also = - 

§ 38, In diesem Falle Laben wir 

~ A-T* 

und daher [1S3] 

Durch Integration ergiebt sieh 

< + ^ = /uiog(r + yj* — ^) 

oder, falls e die Grundzahl der natlirliehen Logarithmen be-- 
zeichnet, 



Setzen wir zur Abkürzung 

dd^ 1 

womit zugleich ^ = -— - wird, so ist 
daher 
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Ferner wird 

dt fl 2fi 

somit 

§ 39. Weiter wird in diesem Falle 

cos» tt — — B B — Q^' 

Hierin setzen vir, da B nothwendig positiv sein mnss, B=tb*f 
so dass 

du fidQ 

cos « yi*^ Q* 

wird. Die Integration ergtebt: 

log lang (45*^ + ^ n) 4- log « = • arcsin |y | , 
d. I1.) wenn man wieder log tang (45^ + j^u) :ssss seist, 



log {es) . IQ 
■ — = arcsm ' 



daher umgekehrt 



fl 8 \ fl f 



Weiter wird 

dQ 
ds 

und 

dQ dQ s b /log (€5)1 



_ =_^_eos(i2li!f)), 



du da cos 
endlieh 

M V ;t / 

§ 40. Nun war [nach § 31, resp. § 32] 



üiyiiizea 



26 Leonhard Ealer. 

also wird: 



X = ifcb sin + Ae-»), 

flog {es)^ 

und darin ist 



^ — — s = tang (45° + . 

[184] § 41. Da in den vorstehenden Formeln einige 
Grossen völlig willkUrlich sind, so haben wir in ihnen schon 
«ine ziemlich allgemeine Lösnng unseres Problems, eine LOsnng, 
üe unzählig viele Specialfltllle umfassi Eine noch allgemeinere 
erhalten wir aber, wenn wir zwei oder aneh beliebig viele 
Lösungen der obigen Form mit einander verbinden. Hat man 
n&mlieh zuerst die Werthe x = My y = N gefunden, sodann 
X = M\ y — N*y weiter x =» M"y y — N" etc. , so kann 
man aus ihnen folgende viel allgemeinere Lösung bilden: 

x=%M + ^M' 4- + Diir' H , 

y = ^N + fBN' 4- i^N" + DiST" H ; 

und zwar ist diese Lösung sicher so allgemein, dass alle mög- 
lichen Lösungen in ihr enthalten sind ']. 

Methode zur Ermittelung der allgemeinen Lösung^} 
der Differentialgleichungen 

dx = pdu + rnQ&uätj dy = rdu — jpcostfr;^^. 

§ 42. Wir wollen eine solche Combination der beiden 
vorstehenden Gleichiinsren suchen, die eine Zerlesruno: der 
rechten Seite in zwei Factoren o^estiittct. Zu dem Zwecke 
multipliciren wir die erste mit a, die zweite mit (i und addiren, 
so kommt: 

adx + i^<^y = P {cxdu — ß cosudf) + r (ßdu -\- a cos 

eine Gleichung, die wir. um die beiden Differentialfactoren 
rechts auf eine gleiche f'orm zu bringen, auch so schreiben 
können : 

adx ßdy = (xp^u — ^ co3wc?/J + //r^^/w + ~ cos wg?^J« 
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Wenn nun 



4 = — - , also 4- 0 oäet ß^aV—i 
ist, 80 ergiebt unsere Combination: 

dx + dy = (/> + r (rfti — eo^udt) . 

Damit der Differential factor rechts ein exactes Differential 
wird, schreiben wir die letzte Qleichan^ so: 

dx + dyy^ = eo%u{p+r ) ( — d t V^] • 
• \cos u I 

[125] § 43. Setzen vir jetzt 

^« -dtV^^dz, 



also 

so wird 



cos u 

z = log tang (45° + ^w) — < , 
+ £i?y V — 1 = cos w (/> + r y — \ )dz \ 



und die rechte Seite dieser Gleiolinng ist offenbar nnr dann ein 

exactes Differential, wenn der endliche Factor cosw (;? -\-r\ — 1 ) 
eine Function von z ist; welcher Function von z er aber auch 
immer gleich sei, stets kann man die Iiitegratiou aus- 
geführt denken. Hieraus folgt, dass auch das Integral eine 

Fnnction von z ist, so dass der Ausdmck x^yy — l gleich 
isiner beliebigen Fnnction von d. h. von der Grösse 



log tang (45° + ^w) — < V— 1 

wird. 

§ 44. Die Formel wird eleganter, wenn wir, wie oben, 

tang (45° + 1«) = * 

setzen, so dass 

dB du 



— SS — — und 2 == log 5 — t V — l 

s cos u 

wird. Bezeichnet, wie üblich, F eine beliebige Function des 
in Klammem beigesetzten Arguments, so wird also 

+ = i (log« — «y^) 
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oder auch, was auf dasselbe hinaaskommt| 

ic + y = 2r (log s — t V— T) . 

Da nun der Ausdruck V — 1 seiner Natur nach das doppelte 
Vorzeichen d= haben kann, so wird auch 

x — y = 2 r (log s + 1 y^\ ) ; 

und ans beiden Gleichungen folgt: 

X = r (log « — ^ -H r(iogÄ + n^— 0 , 
y r= r (log 8 — t V— T ) _ r (log « 4- < . 

Bekanntlich ergeben diese Aasdrfleke für x nnd y stets reelle 

Werthe'o). 

§ 45. Es möge z. B. T irgend eine Potenz des beigOBetsten 
Arguments oder auch ein Vielfaches einer solchen Potenz be- 
zeichnen, nnd es sei l der Potenz exponent, so ergiebt sieh, 
wenn man entwickelt nnd znr Abkflrznng log^^t) setzt: 



Eigentlich hätte der Werth von y das entgegengesetzte Zeichen 
erhalten müssen; aber man kann, wie sich ans der Natnr der 
Sache ergiebt, anf den beiden Goordinatenaxen x nnd y die 
positive and negative Richtung ohne Weiteres vertauschen"). 

§ 46. Scheinbar sind diese Werthe ganz versehieden von 
denen, welche uns die vorhergehende partlcnläre Lösung ge- 
liefert hat. Andererseits aber ergeben sich [aus den Formeln 
des § 45] sofort die fflr Seekarten gültigen, die in den oben 
abgeleiteten Formeln [§ 37, 40] nicht enthalten waren. Man 
braucht nur A = 1 zu beUeu, so wird 

« = log« s= log tang (45® + i«) , y^t. 



[126] X:=^V 





y = lv^-H 



1*2*3 l»2*''5 

^ ' _i_ . . . . 



12. -7 
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Dass oben die Werthe von oc iiüd y mit einander veitaiischt 
waren, maclit nichts aus; denn eine Vertaoscliung der Co- 
ordinatenaxen x und y ist stets gestattet. 

§ 47. Indessen ist es sicher, dass alle oben gefundenen 
Wertbe auch in unseren jetzigen Formeln enthalten sein müssen, 
weil letztere offenbar die allgemeinste Lösung darstellen; und es 
ist wohl der Mtihe vertb^ zu zeigen, dass dies wirklich der Fall 
ist. Dazu beachte man, dass, wenn eine beliebige Func- 
tion yon z bezeichnet, dafür auch gesetzt werden kann J [Z\ 
wo Z seinerseits irgend eine Function vo n z ist. Nehmen 

wir nun Z=€^^^ w&brend z^\o^8 — tV — l ist, so kann 

man statt r(log« — <V^) auch schreiben z/ (e" ^^^^ - V-l). 
Ks ist aber 

ferner 

daher 

4?« log« - 1 V-l ^ ga [^5<,8 ^cct)—V^ sin (at)] . 

Setzen wir demnach J [Z^ an Stelle von r{z)f so gehen die 
Formein des § 44 in folgende Uber: 

X = z/ [5" (cos (a t) — V — 1 sin {a t))] 

+ J [«« (cos (a t) + y ^ sin (a t))] , 

y = J [«« (cos (at) — y— i ün(at))] 

— J [5« (cos (a t) + sin {a f] )] ; 

und dabei ist zu beachten, dass diese beiden Werthe nicht 
nur mit einer beliebigen Constanten muitiplicirt, sondern auch 
mit einander vertauscht werden können. 

[127] § 48. Betrachten wir specieU den Fall J{Z) = Z, 
so wird 

= 2«^ cos(a/) , y = 2s** sin(a^). 

An Stelle von a [das ja beliebig ist] können wir auch — a 
setzen und erhalten so eine zweite Lösung, nämlich 

X = 2ä~" C0& [at] , y = — 2ö~" siu(af). 

Nun ist sohon oben bemerkt, dass man zwei Lösungen stets 
derart eombiniren kann, dass man beide mit Gonstanten mnl- 
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tiplicirt und danu addirt. Demnach kann aus den beiden 
vorstehendeu Lösungen die allgemeinere gebildet werden: 

X = (5(6« + ia*"«] cos(aO , y = — Sä""«) sin [at). 

Diese Fonneln stimmen mit den in § 37 gefundenen Uberein. 
Augenscheinlich sind aber die Formeln, welche die Function J 
enthalten, viel allgemeiner. 

§ 49. Um aus unseren allgeiueinen Formeln auch die 
zweite particuläre L(>äung [§ 40] abzuleiteui setzen wir 

Z = cos {az] = cos L« log 5 — aty — l ] 

= cos (et log«) cos {atV — l) + sin (a log«) sin {atV — i) . 

Bekanntlich ist aber 

■ 

und 
daher 

Z = cosfa log 6) + = — sin ia log s] . 

Wir iiaben somit: 

. (cos («log«) + e*«*) , sin (a log «)(«-'** — 

= ^ \ ' T" i 

^ j cos (g logg) (g'« ^ + e^« ^) sin (a logg) (g-«^ — e-^^j ^ 

V ITT '"-^i*' [e-<^^^^ 8in(ttlogg)(g"*^*— ig'^«^) !^ 
, /cos (a logs) ^e-«^4.e+«0 sin («log«) (a"«*— e"^«')! 

2 F^^T — r 

[128] Nehmen wir nun wieder J(Z] = so wird 
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und falls wir a negativ nehmen, 

} — 1 

Diese Formeln enthalten die in § 40 aa%eBtellte Lffsnng dee 
zweiten Falles ^2). 

§ 50. In den vorstehenden allgemeinsten Formeln, die 
fttr X und y gefonden sind (§ 44], sind alle möglichen Ah- 
bildnngen enthalten, bei denen die Engelflftche derart in einer 
Ebene dargestellt wird, dass die Meridiane nnd Parallelkreise 
einander senkrecht schneiden nnd zugleich alle gans kldnen, 
auf der Engel beliebig angenommenen Figuren dnrch ähnliche 
Figuren in der Ebene wiedergegeben werden 

§ 51. In dieser allgemeinsten Lösung ist auch die Pro- 
jection enthalten^ mittels deren man gewöhnlich die [nördliche 
und sttdlichel Erdhalbkngel im Innern von Kreisen abzubilden 
pllegt, in deren Centren die beiden Pole liegen. Diese Pro- 
jection ergiebt sich aus den in § 4b aufgestellten tormein 

X ^ s'* cos (at) , y ss^8** sin (at) , 

wenn wir in denselben u = — 1 annehmen, so dasa 

cos t sin t 

täng]45^ 4- ^27)' ^ ~" tang(45° -f- ^u) 

wird. Diuui verschwinden niuiiiich x und ij in den Polen, in 
denen ja u — 90° ist. t ür den Aequator aber, filr den 
u = 0 ist, wird « = 1, daher 

X ^ ewtj y = sin t nnd -f- = 1. 

Es wird also der Aequator durch eiut-n mit dem KadiiH l 
beschriebenen Kreis dargestellt. Da ferner für alle Punkte, 

welche dieselbe Länge t haben, = taug l ist, so werden 

die Meridiane dnrch die Radien der Kreise dargestellt. End- 
lich ist das Bild des Paralleikreises von der Breite u ein dem 
Aeqnator concentrischer Kreis, dessen Radins 

9 tang (45*^ + j^u) " ^ ^ ' 

ist; d. h. der Radius ist gleich der Tangente des halben Pol- 
abstaudejj. Dieser Bedinguug gemäss pflegt man solche Kai ten 
der beiden Halbkugeln za entwerfen ^^]. 
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[129] Dritte Annahme. 

Alle Gebiete der Erde sollen in ihrer wahren 
Grösse in einer £bene dargestellt werden. 

§ 52. Wir gehen von den allgemeinen Formeln ans (§ 8): 

und wollen wieder festsetzen, dass die Meridiane von den 
Parallel kreisen senkrecht geäciiniiten werden. Es muss daher 
die Bedingung 

q r 

erfüllt werden. Demgemäss setzen wir 

wodnTch wir 

dx = p du + nr dt , dy = rdu — np dt 

erhalten. Nan ist -das Linienelement des Meridians 



und das des Parallelkreises 



FB=:ndtVp^ 4- r*. 

Daher wird der Flächeninhalt des Rechtedcs PQSB 

ndudtlp* + r*), 

während auf der Engel der Inhalt der entsprechenden Fliehe 
pqar = dudt eosu ym. Beide Ansdrtteke sollen einander 
gleich sein; es wird also 

n{p* + r*) = cos u und daher n » ^ . • 

P -f- T 

Unsere Annahme führt somit auf folgende Formeln: 

dx = pdu -4 ^— j — T- dy = rdu — ^-r-, — ^ . 

Die weitere Aufgabe besteht darin , solche Functionen fttr p 
und r zu snehen, dass die beiden vorstehenden Aasdrflcke 
exacte Differentiale werden. 
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§ 53. Zur Erleichterug der Rechnung setzen wir 

p =^ m cos (pf r ^ m &iu(pj 

so dasä 

wird. Dann haben wir 

1 

ds :sssmdu eoBwA di eos» sin cp , 

m 

dy = m du sm g> — ^ di cos u cos <p . 
Ferner werde 

m =s ^ cos » 

gesetzt^ so dass 

dx =^ käu cos u cos tp sin ^ , 

(/^ =a ^i^tf cos t« sin 9) ^ (/^ cos ^ 

wird. [130] Endlich wollen wir 

du coa » =s 1/9 , d. h. sss sin « 

setzen, so werden die vorstehenden Gleichungen : 

dx =z hdv cos tp ^ dt %m (f ^ 

dy = kdv sin 9> — dt cos ^; 

und es sind für ^ und q> geeignete Werthe so ermitteln. 
§ 54. Da bisher keine Methode bekannt ist, durch die 

man zur allgemeinen Lö3un;< der vorstehenden Gleichungen 

gelangen kann, wollen wir pariicutäre Lösungen suchen '^). Zu- 
nächst bietet sich uns die Lr»siing des üben (§ 22) heiiandelten 
Falles dar, in dem a: = /, y — sin?^ wjir. Diese VVeithe er- 
geben sich aus unseren Fnruieln. wenn wir in letzteren k=\. 
nnd rp = 90*^ setzen. Ferner übersieht man ^(•(-»rt, dass man 
etwaa allgemeiner filr k und (p beliebige eonstante Werthe 
setzen kann, ist X; = a, (p z= &o wird 

t sin a t cos et 

X = av cos a -\ , y = av Bin a — 



a ' ' a 
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Diese Lösung uuterscheidet sich von der vorhergehenden nur 
dadurch, dass die Meridiane nicht mehr auf unserer Axe EJF 
senkrecht steheo, soodern gegen dieselbe s&mmtiich unter dem 
Winkel a geneigt sind. Die Parallelkreise ferner schneiden 
alle Meridiane senkrecht und werden daher ebenfalls parallele 
gerade Linien. 

§ 55. Andere Lösungen ergeben sich dadurch^ dass wir 
für eine der Grössen k nnd €p eine Function nehmen, die nur 
von fttr die andere eine Fttnction, die nnr von t abhängt. 
Es sei also k = T nnd q> = V\ dann wird 

dt 

dz = Tdf> to% F 4- sin F", 

Hieraus folgt: 

X ^ tJ dv to^ V = V J ^ j 

y = i j dv sin F= — cos V , 

nnd es müssen die beiden Ansdrtleke fttr x einander gleich 
sein inid ebenso die für y. 

[131] § 56. Aus der Gleicliheit der beiden Ausdrucke 
fttr X Bchliessen wir: 

fdr cos V _ 1 rdt 

sin K 1:J f^^' 

ferner aus der der beiden Ausdrttcke fttr y: 

fdv sin r 1_ rdt 

cosF ''"YJt^^' 

Fttr die Function T haben wir somit die beiden Qleichnngen 

und daraus ergiebt sich, dass ß = — a sein muss. Dnreh 
Differentiation folgt 

i^ =^adT, daher r = ]/~. 
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Für V aber haben wir 

J*dv eos V = a Bia V und J^dv sin V ^ — a cos V, 

Differentiirt man, so ergeben beide Gleichungen dv = adV, 

mithin F'ä — oder allgemeiner 
et 

V = l±li . 

a 

§ 57. Mittelst dieser Werthe ünden wir, da 

© 4- c 



nnd 



/ 



dv cos F = a sin K = c( sin 



/ 



ist, fflr die Ooordinaton folgende Ansdraeke: 



x = y2at%m — ■ — , y ~ — V2a^cos 

a ^ . a 

Darans schliessen wir znniehst, dass 



d. h. alle Orte, welche die gleiche Länge t haben, liegen auf 
der Karte auf der Peripherie eines Kreises mit dem Radios 

V'lat, Die sämmtlichen Meridiane werden demnach durch 
concentrische Kreise dargestellt; der Anfangsmeridian, für den 
^ = 0 ist, ist dabei su^ar in den Mittelpunkt der Kreise zu- 
sammengezogen. Hieraus geht hervor, dass alle Purallel- 
kreise durch die Radien der obigen coneentrischen Kreise dar- 
gestellt werden. Eine derartige Abbildung ist sicher ganz 
unzweckmässi;^ , wenn sie auch alle vorgeschriebenen Be- 
dingungen erfüllt. 

§ 58. Wir wollen weiter für k eine Function von v 
setzen, die = sei, während der Winkel q) eine Function 
von t sein soll, die = T sei. Dann haben wir: 

dx ^ Vdv cos r 4- dt sin T, 

dy = Vdv sin T ^ dt qo6 T; 

3* 
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[133] wormna sich für x und y die Worthe ergeben: 

« = cos Vdv = ^ y*(/# sin T, 

y = sin r/^ Frfc = — yj dtcfmT. 
Ans diesen Gieiehnngen folgt 

— rfvdv=:^ \fdt(mT^ — ß. 

Die beiden Aiisdrfkke fQr zeigen, dass ß=s.a sein mnss. 
Ferner folgt daroh Differentiation 

„. adV . , adV 
Vdv = = yT 

und dmdi Integration 

© -4- c = ^ oder — — • 

F&r die Function T haben wir die beiden Gleichungen 

J^dt mu T = a coA 2 und J*dt to% T = — ck sin T; 
diffeieniürt man beide, so erhält man 

a 

§ 59. Vermöge der eben gefundenen Werthe wlid, wenn 
man noeh beachtet, da^a 



J rdt=zV2u,c + f) 



ist: 



X = V%a + c) tos — y 1/ = — ^ 2 a (r H- r sin — • 
Hieraus folgt 
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Die erste dieser Gleichungen ergiebt, dass alle Meridiane durch 
Gerade dargestellt werden, die von einem festen Punkte wie 
Strahlen ausgehen. Die zweite Gleichung femer lehrt, dass 

alle Parallelkreise in concentrische KreiBe der Karte übergehen. 
Diese Art der Darstellung ist auisfrordeiitlich geeignet ^ die 
beiden Krdliall)kugeln im Innern von Kreisen abzuliildf n, deren 
Mittelpunkte die Bilder der Pole sind. Dabei wird die (Gestalt 
irgend eines Gebietes nicht erheblieh von der Wirklichkeit 
abweichen, während man die wahre Grösse desselben un- 
mittelbar anf der Karte nif 8> n kann'"'). 

§ 60. Die obigen drei Annahmen enthalten alle Forde- 
rungen, die mau au Landkarten oder Seekarten stellen kann. 
Die zweite jener Annahmen urafasst soe:ar, wie die vorstehende 
Untersuch 11 n^r gelehrt hat, alle möglichen Darstellungen. Doch 
ist es wegen der grossen Allgemeinheit der sich ergebenden 
Formeln nicht leicht, aus denselben Methoden abzuleiten, die 
praktisch brauchbar sind. Auch hat die vorliegende Abhand- 
lung nicht den Zw^ck, anf praktische Anwendungen genauer 
einzugeben, zumal die flblichen Projectionen von anderen 
Autoren bereits hinlänglich bebandelt sind. 
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L183J U. 

Ueber die Darstellung einer Kogelfläciie auf einer 

Karte. 

(De projectione geographica superficiei spkaericae.) 

Von 

Leonhard Euler. 

[Acta Acad. Scient. Imperial. Petropolitanae pro aoBO MDCOLXXVil, 

T, I, p. 13a~142.J 



§ l. lu der vorhergehenden Abhandluno: habe ich alle mög- 
lichen Arten solcher Abbildungen einer Kugelfläche in einer 
Ebene ah l»-« leitet, bei denen die kleinsten Tb eile durch ähn- 
liche Figuren wiederi'eudben werden. Daraus or^ab sich so- 
fort die Conatru( tion der 31er cator^ scheu Seekarten, ebenso 
wie die der Karten der nördlichen und sitdlichen Halbkugel. 
Wie aber die heutzutage übliche Construction der Halbkugeln, 
die von einem beliebigen Orte aus als obere und untere er^ 
acheinen 16), aus meinen Formeln folgt, war nicht recht 
ersichtlich, obwohl auch diese Karten die vorher erwfthnte 
Eigenschaft besitzen. Das hat mich veranlasst, genauer zu 
untersQchen, wie auch die letztgenannte Art der Darstellnng 
mit den allgemeinen dort anfgestellten Formeln zasammenhängt 
nnd am besten ans ihnen abgeleitet werden kann. 

§ 2. Die allgemeinen Formeln, welche ich für derartige 
Eartenentwflrfe entwickelt hatte, sind folgende. Ist für irgend 
einen Pnnkt anf der Kugel v der Abstand yom Pole, i die 
Yon einem bestimmten Anfangsmeridiane an gereehnete L&nge, 
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nnd sind x und y die recht winkligen CoordiDaten^ welche 
die Lage deä eutsprechenden Panktes der Ebene beätimmen, 
so ist 

* 

Man kann die erste dieser Gleiehangen anch folgendermaassen 
schreiben: 

X = ^[cotg (^ü) (cos t -H V — 1 sin <)] 
+ J [cotg c j (cos t — V — 1 sin ij\ 

und entsprechend die zweite. Beachtet man femer, dass 

= tang(J^ü) (cos t ^ y — i sin ij 



cotg ( J v) (cos ^ dz y — 1 sin t) 

ist, so kann man den vorstehenden Formeln folgende Qestalt 
geben: 

X = z/[tang (^c) (cot t + V— T sin i)] 
+ ^[tiing ;j r] (cos t — V — 1 sin t)] , 

^[tang (^i?) (cos ^ -h sin ^)] 

— ^[tang {^v) (cos ^ — V — l sin t)] . 

[134] Lässt man das Zeichen das eine unbestimmte Func- 
tion bezeichnet, fort, so gehen, wie leicht ersichtlich, die 
beiden ersten Gleichuiigea des § 2 ohne Weiteres in die For- 
meln für die Seekarten tlber, wrllnend die beiden letzten 
Gleichungen die Constructioii der Karten der nördlichen und 
südlichen Halbkugel ergeben. 

§ '^. Um nun leichter zu ermitteln, wie auch die übrigeu 
Projectioiien, die auf demselben Princip beruhen, aus unseren 
Formein abgeleitet werden können, will ich die Grundzüge der 
Projection, die man gewöhnlich als stereogra]jliische zu be- 
zeichnen pflegt, hier ausftthrlich entwickeln. Iki dieser Pro- 
jection wird die Kngelfiäclie so auf eine die Kugel berührende 
Ebene projicirt, wie sie nach den Regeln der Perspective 
einem Beobachter erscheint, der sich in dem dem Berührungs- 
punkte entgegengesetzten Punkte der Kugel befindet*^). £s 
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stelle Fig. 4) der Kreis AML die Kugel dar und die 
Linie EF die Ebene-, welche die Kugel in C berührt. 
Dann ist der Pnnkt, in dem der Beobaohter sich befindet^ 

der dem Pankte C 
entgegengesetzte 
Pnnkt A, Nimmt 
man nun anf der 
Kngel den Pnnkt Jf 
beliebig an , und 
trifft die Gerade 
AMSf welche A 
mit M verbindet, 
die Linie im 
" ys c ^ Funkte Sy so ist 

Fig. 4. S die Projecliou 

von 3f. Setzt 

man ferner den Üadius der Kngel = 1 , mithin den Durch- 
messer AC = 2, und bezeichnet den Bogen CM mit so 
wird der Winkel CA 31 = daher der Abstand 

CS =2 taug (iz) = — = 2 1/ — • 

o ^2 / 1 -4- cos 2 1 COS.« 

§ 4. Wird von M anf AC das Lotli MP gefällt, 90 ist 
il/P= sin r. Lässt man nun die ebene Figur um die Axe 
AC rotiren, so beschreibt M einen Kreis, dessen Ebene der 
Tangentialebene parallel und dessen Radios ^sin;:^ ist; diesem 
Kreise entspricht in der Tangentialebene ein mit dem Badius 
CS =3 2 tang (-^z) beschriebener Kreis. Der Radios jenes 
Kreises anf der Kugel verhält sich also zum Radius seiner 
Projection wie PM zu CS, oder wie AP zn ACy oder 
endlich wie AM zu AS. Ferner gehören zu einem Bogen 
des mit dem Radins PM anf der Kngel beschriebenen Kreises 
nnd sn dem entsprechenden Bogen der Projection dieses Kreises 
gleiche Gentriwinkel. 

§ 5. Weiter betrachten wir anf der Kngel einen dem 
Pankte M sehr nahen Pnnkt m; seine Projection sei so 
dass [135] dem Bogenelemente Mm die kleine Strecke Ss 
entspricht. Dann fragen wir, wie sich die Elemente Mm 
und Ss zn einander yerhalten. Zu dem Zwecke beachten wir 
znnftchst, dass der Winkel ASC = 90^ — = AsO ist. 
Ferner ist das Maass fflr den Winkel AMm die Hälfte des 
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Boorens AMy d. h. es ist der Winkel = 90° — 

und daher gleich dem Winkel AsC^'^). Daraus folgt, dass das 
Dreieck AMm dem Dreieck AsS äbolleh, und dass daher 

Mm:Ss = AM:ASf ä,h. = AP: AC 

ist. Dies Verhftltnisa ist d;is.^elbe, das wir zwischen dem 
Radius PM des auf der Ku^el beschriebenen Kreises und 
dem Kadins CS des entspreclK iKii-i! Kreises der Ebene ge- 
funden hatten; ebenso wie die iiadien tiieser Kreise verhalten 
sich aber entsprechende Bogenelemente derselben. Daraus 
folgt, dass, wenn wir ein unendlich kleines, an dem Kiemente 
Mm liegendes Stück der Kugel fläche ins Auge fassen, die 
Projection desselben dem betracliteten Stücke selbst ähnlich 
wird^^'). Die Projection befolgt mithin dasselbe Gesetz, aas dem 
ich meine allgemeinen Formeln abgeleitet hatte. 

§ 6. Wie vorher möge der Kreis AGC (Fig. 5) die Kugel 
darstellen y deren Oberfläche anf die Ebene EF projicirt 



A 



♦ 

c 

E B 2 


M 











s 



Flg. 5. 

werden soll, welche die Kngel in C berührt. Der eine Pol 
der Erde möge in G liegen. Diesem Pole entspricht in der 
Ebene der Punkt der von C die Entfernnng 

(71f= 2tang(|y; 

hat, falls g den Bogen CG bezeichnet. Ein beliebiger Punkt 
M der Kugel habe vom Pole den Abstand GM — wäh- 
rend der Winkel CUM = t die Länge des Punktes M ist, 
bezogen auf den Meridian G(7 als Anfangsmeridian. Endlich 
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denken wir uns den grössten Kiigelkreis CM gezogen. Ist 
nun aS' derjeuige Punkt der Projection, welcher dem Ptinkie 
M entspricht, so wird CS ~ 2 tan^ >\ CM) und dt i Winkel 
ECS -= dem Winkel GCM. Zur "Bestimmung der Lage 
des Piinivte.i .S' muss mau daher die Seite CM und den 
Winkel GCM des sphärischen Dreiecks GCM berechnen^'). 

§ 7. In dem sphäiischcTi Dreieck GCM sind zwei Seiten 
CG ■= g. GM = D und der eingeschlossene Winkel 
MGC = t' bekannt. Die Grundformel der sphttrisebeo 
Trigonometrie ergiebt daher: 

008 CM — cos g cos v + sin g sin t cos ^, 
[136] und da 

C8= 2 tang(iCJf) = ^^^^ = 2 Vl^L^^ 
ist, so erhalten wir 

2 l/l^^^* ^ COS t? — sin g sin v cos f. 

1 4- cos g cos V -\- ain g sin t? cos t 

Ferner wird^^j 

sin V sin / 



cos V sin ^ — sin v cos g cos ^ ^ 



eine Gleichunpr, die gleichzeitig die Tangente des Winkels 
ECS der Projection ergiebt. 

§ 8. Wir fällen jetzt von dem Punkte der Projection 
auf die feste Gerade El\, auf der der Pol H liegt, das Loth 
S X und nennen die Coordinaten CX nnd JSX resp. x und y* 
Dann ist 

2sinC;3/ 
1+ cos Cif' 

daher 

^ 2 sin Cilf ' cos 6? Cifef _ 2 sin CM- Bin GCM 

^ 1 -i- cos CM ^ y ^ I + cos CM ' 

nnd hieraus folgt 

y * mnjr sin» sin < 

— = tang Cr CM = - . 



cos r bin ^ — sin v cos g cos ^ 
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Ausserdem ergiebt sieb aus der oben gefundeneu Gleichung: 

^, , . _ _ 4 (1 — co8t? coB^ — sing dn^ cos^) ^ 

i -h cos f> cos ^ 4- sin sin </ cos ^ 

Dam t bat man zwei Gleichungen zur Berechnung der Co- 
ordinateu x und t/. 

§ 9. Noch leichter kann man die Werthe dieser Co- 
ordinaten dlrect auf folgendem Wege finden. Aus der Glei- 
chung: 

sin ^ : ain CM = ein G CM : sin v 

folgt 

sin CM - sin GCM = sin t> • sin ^ . 

Mit Benutzung dieser Gleichung wird [die letzte Gleichung des 
§ 7]: 

* ^riGCM ün CM Bin GCM 

tang G CM = — ^, ^ = i , 

eos 6r CM cos t). sin g — sin « cos ^ cos / ' 

mithin 

sin CM • cos G CM = cos v sin ^ — sin v cos g cos i 

und daher weiter 

2 (cos ü sin ^ — sin v cos g cos ^) 2 sin p sin ^ 

^"^ 1 4- cos CM ' ^ ^ 1 + cos CM ' 

Sabstitoirt man endlich fftr CM seinen Werth (§7), so ei^ 
hält man fflr cUe Coordinaten folgende Ansdrflcke: 

2 (cos V sin (/ — sin t? cos g cos ^) 

1 -h cos cos ^ + Bin 9 sin g cos ^ ' 

2 sin 9 sin if 



1 + cos V cos ^ -f- sin 17 sin g cos < 

[137J § 10. Setzt man in diesen Formeln v = 0^ so 
erhält man die Coordmaten des Punktes , den der Pol H in 
der Projection einnimmt. Fflr denselben ist 

l 4- cos ^ * , ^ ^ 

Auch den Ort des andern Poles kann man leicht angeben; 
man hat nur v 180^ zu setzen. Dadurch erhält man: 

■ 

— 2 sin tir 

X = ^ w = 0 . 

l — cos^' ^ 
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Ist K (Fig. 5, S. 41) dieser zweite Pol, so wiid alao 

2 sin Q „ . 1 \ ^ 
C^Ä = ^ == 2 cotg \\g). 

Nimmt man ferner CE= CF=%^ so wird EF der Dnrch- 
messer des Kreises, innerhalb dessen die ganze Halbkugel, 
deren Mitte C ist, abgebildet wird. Der Dnrchmesser dieses 
Kreises ist =4, d. h. doppelt so gross wie der Durchmesser 
der Kngel. 

§ 11. Um in unserer Projection den Aeqnator zu er- 
mittelu, nehmen wir v = 90"; dann stellen x und y die Co- 
ordinaten eines Punktes des Aequators der Karte dar, und 
es wird 

— 2 cos ö cos / 2 sin ^ 

1 + sin ^ OOS ^ ' ^ l 4- sin cos < 

Femer ergiebt die in § 8 aufgestellte Formel fttr -^y^'^ 

x'^ 1 ^.^ 4(1 ^Binjycos<) 
^ ^ 1 + sin ^ cos ^ ' 

nnd daher ist 

X — cos g cos t 



^* + 2(1 — aiu ^ cos t] ^ 

mithin 

cos^ — 



%x sin g — {«* Hr y*J cos g * 
setzt man diesen Werth in die Gleichung far x^ so erhält man: 

4 a; sin y — [x^ 4- y') cos^ = — 4 cos^^aj. 
Es wird also 

^1 , i _ 4 [x sin ^ cos g] 
^ cos ^ 

nnd weiter 

4 

-H (2 tang g — a;J* == 



coa*^ 



Darans sieht man, dass der Aeqnator der Karte ein mit 

dem Kadius ^ beschriebener Kreis wird. Um den Mittel- 
cos^ 
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pnnkt dieses Kreises zu finden, trage man (Fig. 6) die Strecke 
CJ = 2 tang g auf der a;-Axe ab, wodaroh = 2 taog^ — x 
wird; nsd da 

XÄ» + /X* = ^ 



Bein II11188. 80 folgt, daas JS = 



2 



wird, d. h. JS 




cos g 

hat eine constante Länge. Dieaer Pankt / wird der 
Mittelpunkt des dem 
Aeqnator entsprechen- 
den KreiseSi wobei VJ 
a 2 tang g ist. Er- 
riehtet man noch [138] 
in adasLoth (7Z)s=2, 
ao wird [Winkel JDC 
= g nnd daher] JD 
2 

:= • Man erh&lt 

cos g 

also den Aequator der Fig. 6. 

Karte, indem man um J 

mit J D einen Kreis besclireibt. 

§ 12. Wir wollen jetzt auch die Parallelkreise unserer 
Karte bestimmen. Dazn sollen, um die Rechnung übri sicht- 
licher zu machen, zur Abkürzang folgende Bezeichuangeu ein- 
geführt werden: 

a SS 2 sm ^ cos a , 5 = 2 oos ^ sin a , 

c = 1 -i- cos ^ cos a , ci? = sin ^ sin a , 

«.=z 4 — 4 608^ cos a* 

Hier ist der Buchstabe a an Stelle des frttherev v gesetzt, 
so das3 a den Abstand des betrachteten Parallelkreises vom 
Pole bezeichnet Dann nehmen unsere Gleichungen die Form an: 



a — 5 eos / 



c + d Qo^ 
Ans der ersten derselben folgt 



a;« + = 



e — Ad cos t 

c d cos t 



COS ^ SS 



a 



cx 



b-k-dx' 

nnd nach Sabstitntion dieses Ansdnickes wird die zweite 
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1 . , die + Ac\z be — Aad 

^ +f bTf^ 

Drückt man a, c, c/, e wieder durch ff und a aas^ so er- 
biiit mau : 

ar« 4- V* = ^[-^ + ^^^ff . 
^ cos y + cos a 

Bringt man diese Gleichung auf die Form 

4 siu'a 



^ Vcos y + cos a / (cos y + ooa a) 



1 > 



80 erkennt man, dass die Projection des betrachteten Parallel- 

2 sin et 

krelses ein Kreis mit dem Eadlns — , ist, dessea 

cos -}- cos a 

Mittelpunkt auf der Axe £F in dem Punkte L liegt (Fig. 6, 
B. 45), dessen Abstand von C 

cos y + cos a 

ist. 

§ 13. Weiter wollen wir noch die Prujectiüuen aller 
Meridiane suchen. Zunächst ist für t = () auch ?/ = 0, d. h. 
die Gerade H K (Fig. 5, S. 41) stellt den Anfaii^^smendiau 
dar, von dem aus die Läns-o »"ezählt wird. Es st i ferner 
f — die Ncij^un^ des gesuchten Meridians gegen diesen 
Anfangsmeridiau, so werden unsere Gleichungen 

2 (sin cos V — cos /? cos p sin v) 

1 -f- COa (/ COS C -f- t'OS fi Hill (/ ülB. V ' 

2 sin sin v 

^ 1 cos y cos t> + cos ß sin ff sin t> ' 
j j 4(1 — cos ^ COS 0 — emß mnff sin v) ^ 

1 -f- cos </ cos p -|- cos fi bin ^ sin t? 

und aus diesen Gleichungen hat man v zu eliminiren. Zu dem 
Zwecke dividiren wir die beiden ersten, so wird 

ff siu ß sin r sin ,^ tan^ v 

X siny cosü — cos^ coay sin o siny — cos/tf cosy tang<? ' 

und daraus folgt 

y sin r/ 



tangr ^ 



sin /i? -i- y co3^ cos ff 
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[139j § 14. Um diesen Werth möglichst beqium be- 
initzen zu können, bilden wir aas den obigen Gieichangen 
zunächst die folgende: 

- . 8 cos q cos 0 + ^ cos d sin n sin v 
4 — a;« — = — ' . - - ' •' 

^ l + cos ^ cos i? -f- cos sin y sin v 

und divldireu dieselbe durch ^; dadurch ergiebt sich 

4 — — 4 cos g coa » -f- 4 cos ß sin g sin v 

y sin ^ äiu v 

I cos ^ + 4 cos ß sin ^ tang e 

sin ß tang r 

Setzen wir hier an Stelle von langt» den obigen Werth ein, 
90 wird 

4 — — 4y cos + 4a; sin ß cos ^ 

y ydxnß^mg ' 

und daraus folgt 



- . 4y cos i!/ -H 4x sin ^ cos ^ 
* sm sin g 



Das ist ebenfalls die Gleichang eines Kreises. Somit kann 
man scbliessen, dass alle grössten Kreise, die man anf der 
Kogel sieben kann, gleichfalls durch Kreisbogen anf der Karte 
dargestellt werden oder anch durch gerade Linien ^^). 

§ 15« Um nun einerseits den Mittelpunkt , andererseits 
des Badius eines jeden Meridians unserer Karte zu er- 
mitteln , formen wir die eben gefandene Gleichung folgender- 
maassen um: 



/2 cos^ \- / 2 cos 4 
\ sin^ + + \gTn7^inry V) — ^« ß sin* 



9 



Wenn daher (Fig. 7, S. 48) wieder H und K die Pole der 
Karte sind, so dass [nach § 10] 

CH=2 tang {U) = 

& V2y/ 1-l-COS^' 

^ * i* ^ 2 sin ^ 

CK =2 cotg [^g) = ^ , 

. l — cos g 
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mithin die ganze Strecke 



HK 



Bin ff ' am ff 

i8t| so wird, falls 0 die Mitte von ^^'i&t, 

ferner, da CX = x war, 
Bin a 

^ Errichten wir in O auf 
der Axe das Loth 

2 cos/? 




Fig. 7. 

und maclien XL =^ OiV, ao wird 



0N = ~ 



sin sin ff 



und dalier 



^ - 2 cos /tf 

äUi J>1U ff 



d. h. 



sin fi sin ff 



Man erkennt iiierane^ dass der Punkt N der Mittelpunkt des 

be.chr.b.ua.a Meridiaos Ut, .i. i^di..s aber 

Bin// Sin 

und genaa dieselbe Länge hat NH^ Das mnss auch der 
Natur der Sache nach der Fall sein, da alle Meridiane der 
Karte ja durch die beiden Pole g^ hen raHssen^^j. 



1^140] Ableitung dieser Projectit)!! aus den 

allgemeinen Formeln. 

§16. Es iragi sich jeUt, welclie Form man der Func- 
tion jj ,§ 2] geben muss, um die so eben erörterte Pro- 
BU erhalten. Zuo&chst erkennt man. dass höhere 
en [des Arguments] aU die erste in ihr nicht vorkommen 
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kitnnen, weil sonst Viell'ache lier Winkel t und v auftreten 
würden. Sodann muss die in Kede stehende Function ein 
Bruch sein , da sich für die Ausdrücke von x und y (§ 13) 
Brüche ergeben haben. Deshalb wollen wir für J(z) folgende 
allgemeine Form annehmen: 

, a hz 

während wir fttr z die letzte der oben (§ 2} angegebenen 
Formen w&blen, nämlioh 



z — tang {^t>) • (co8 1 dz V — 1 sin t) . 

Wir betrachten demnach die Function 



a + b tang (J v) • (cos t ± V — l sin t) 
c d tang {\v) • (coa t ±: V — l sin t) 

sin f) 

nnd ersetzen darin tang (4«) durch - , ; dadurch nimmt 

^ l -i- cos ü ' 

dieselbe folgende Gestalt an: 

a( » -I- cos t?) + sin ü • (cos t ±: V — l sin t) 

■ ■ - — .. ^ — • 

c(l + cos c) + sin t> . (cos t ± V — 1 sin t) 

§ 17. Um die Rechnung llbersichtlieher zu gestalten^ 
schreiben wir den Torstehenden Brach einfacher 



wo 

P z=s a{i + GOi v) b »in V eoi i f b sin 0 sin 

E= c{i + eoBv) + d Binv Qontf S Biue mt 

ist. • Dann haben wir fttr die Goordinatea ir, y folgende Aua- 
drücke: 



P4- Q V-i . F— QV 



M + S\ — l M — SY—i' 



Oitwftld'i KlMiikev. 83. 
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AuB dieflcii crgiebt »ich 



y»>^ _^ » ^ 



§ IS. Setzen wir nun an Stelle von P, Q, 2?, .S* wieder 
ihre Wertlio, so erhalten wir für den gemeinsamen Nenner 

7i* -t- z^* = 6'* (1 + cos ü)* + 2 r </( 1 4- cos c) sin r cos t </- sin* 

= (l 4- C08f;)[^^'(l +costj)-|- 2('"r/sinü cos/ 4" ^^*(1 — cosrjj. 
[141] Kerner werden die Zähler von x und ij: 

Pli 4- US 

: -= ( 1 4- 008 V) \jLlC ( 1 4- cos v) 4" (^^' + CL^) siß COS t-\-hd{\ — COS c J , 

Uli — PS =(14- cosr; [hc — ad) sin v sin 

Somit erhalten wir für die Coordinaten folgende Ausdrücke: 

2ac(\ 4-cosf) 4- 2(/^c 4- «r/jsinr cos/ 4- 2hd(\ — cosr 
6*(l 4- cos r) 4- 'Icd sin c cos / 4- (1 — cos r) ' 



2 [bc — ad] sin r siu / 



( 1 4- cos c] 4- 2r^/ sin r cos / 4" ^^"(1 — cos r) 



§ 19. Vergleichen wir diese Formeln mit denen, die wir 
oben (§ 9) gefunden hatten, nämlich 

2 cos c sin (j — sin v cos (j cos /) 
l 4- cos c cos g 4- si" siii // cos t ' 
2 sin r sin / 



1 4~ cos V cos g -\- sin ü ein ^ cos t ' 

so sehen wir, dass die letzteren der Form nach mit den 
ersteren übereinstimmen; und man kann nun leicht die Werthe 
ermitteln, welche man den Constanten 0, Z», d beilegen 
muss, um die Uebereinstimmung zu einer vollständigen zu 
machen. Damit zunächst die Nenner identisch werden, muss 

c* 4- ^* == 1 j — d*- = cos (7 , 2cd = sin g 
sein. Aus den beiden ersten dieser Gleichungen ergiebt sieb 
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II. Ueber die Darstellnng einer Kugelfläche auf einer Karte. 5 ] 
d. h. 

c = C08(i^), fl? == sin (^y) , 

und die dritte Gleichuug wird von selbst erfüllt, da 

2cä SS 2 6in{^g) cos {^g) a=s sin^ 

ist. Damit die Zähler der beiden Auädriicke ftlr x identisch 
werdeUy ist erforderiicb, dass 

ac + bd=(ij ac — hd^Äikg^ bc + ad ^ — eos^ 

wird) oder, falls man die oben gefandenen Werthe von c nnd d 
sabstitairt: 

u Go^iiff) + 0 äin(^(7) = 0, a cos (^^) — b sin(^^) = siny, 
h cos{^^) + a wii(\g) = — cos^. 

Die beiden ersten dieser Gleichungen ergeben 

a = fr—- = Sin i^Qi , b = ^ . ■ = — cosi^ö) , 

und diese W« i tlte genügen von selbst der dritten Qleiehnng. 
Es erübrigt [142] daher nur noch, zn untersnchen, ob ver- 
möge der gefundenen Werthe aach die Zähler der beiden 
Ansdrtlcke ftlr y dieselben werden. Dazn ist erforderlich, dass 

bc — ad = \ 

wird. Nun geben unsere Werthe aber = — cos*(^^', 
ad^ sin* {\g)^ mithin wird 

hc — ad = — 1. 

Beachtet man noch, dass man die positive nnd negative Rich- 
tung jeder Ooordinatenaze vertanschen kann, so sieht man, 
dass die Uebereinstimmang eine vollständige ist. 

§ 20. Aus den vorstehenden Erörterungen erkennt man, 
dass unsere allgemeinen Formeln anf die in Rede stehende 
Btereographische Projection geführt haben wtirden, wenn wir 
für die Fnnction 4ä[z) Ton vorne berein die Form angenommen 
hätten: 

^ • ^ 8in(.^^)--gcos (\g) ^ tang [y\ — z 
coa [^g) -i- z sin {y) l + z tang [^g] 

4* 
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Uebrigens mag hier bemerkt werdpn, dasa diese Art der Pro- 
jectioD für die praktische Auweii<imiL'. welche die Geographie 
erfordort. aii'^^erordentlich zweckiiiassiLi i^t , da sie die wahre 
Gestalt der eiuzt-'iueii Gebiete der Erde nicht stark verzerrt. 
Am wichtigsten ist jedoch, dass bei dieser Projection nicht 
nur alle Meridiane und Parallelkreise dnrch Kreise oder sogar 
durch gerade Linien dargestellt werden, sondern dass auch 
alle auf der Kugel beschriebenen grössten Kugelkreise in 
Kreisbogen oder gerade Linien übergehen ^ während andere 
Annahmen y die man etwa betreffs der Fanction J machen 
kannte, gerade diesen Yortheil nicht besitzen wttrden^*^). 
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[143] m. 

üeber die De Lisle'sche Kartenprojection 
und ihre ADwendung auf die GesamiQtluurte 

des russisclieQ Melles.''^ 

(De projeotione geographica De Lisliana in mappa generali 

Imperii mssici nsitata.) 

Von 

Leonhard Euler. 

{Acta Acad.Scient. Imperial. Petropolitanae pro anno MDCCLXXVII, 

T. I, p. 143—153.] 



§ 1. Ala vor längerer Zeit erwogen wurde, welche Art 
der Projection man für die Gesammtkarte des russischen 
Reiches henutzen solle, bot sich zuerst die stereographische 
Projection dar, mittelst deren man die beiden Erdhalbkngeln, 
die yon irgend einem Orte ans als obere und untere er- 
scheinen darzustellen pflegt. Denn bei dieser Darstellnngsart 
werden nicht allein alle Parallelkreise yon den Meridianen 
senkrecht geschnitten, sondern es werden auch die kleinsten 
Theile der Karte den entsprechenden Theilen der Kagelfläche 
älmlich. In der That hat damals ein vortrefflicher Geograph, 
der Wittenberger Professor IJanius^ bei dem Entwurf einer 
Gesammtkarte des geuauiiten Reiches diese Art der Projection 
angewandt 

§ 2. Doch traten in diesem Kartenentwurf bald zwei er- 
hebliche üebelstände hervor, die ilin als un zweckmässig er- 
scheinen liessen. Einmal sind auf dem mittleren Meridian die 
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Breitengrade za uDgleich: sie sind in der Nähe des Aeqiiators 
nur halb so gross wie an den Polen^^). Daraus entstand fiir 
unsere Karte der grosse Uehuistand, dass für die Gebenden am 
Rande der Karte der Maassstab ein viel grosserer war als für die 
in der Mitte der Karte .aelegenen. So würde einem die Karte 
Betrachtenden z. B. die Provinz Kamtschatka fast viermal so 
gross erscheinen, als eine FrovlDZ von derselben Grösse in der 
Mitte der Karte. [144] Dem gegentiber erschien es bei der Con- 
struction einer solchen Karte vor Allem erforderlich, dass Ge- 
biete von gleicher Grösse auch auf der Karte gleiche Flächen ein- 
nehmen, gleichgaltig, welchem Theile der Karte sie angehören. 

§ 3« Der zweite Uebelstand bestand darin, dass bei dieser 
Projectionsart die Meridiane sieh von der Mitte nach dem 
Rande zu immer mehr krümmen, so dass die änssersteo 
Meridiane sogar dnrch Halbkreise dargestellt werden. So 
wtirden z. B. in der Provinz Kamtschatka alle Meridiane als 
ziemlich stark gekrümmte Kreisbogen erscheinen. Wenn nmi 
Jemand diesen Theil aus der allgemeinen Karte herana- 
schneiden oder abzeiclinen würde, um dadurch eine Specialkarte 
Jener Provinz zu erhalten, so würde letztere Karte selir uu- 
zweckmässig sein und den Regeln, die man gewöhnlich bei 
der Construction geographischer Karten befolgt, durchaus 
nicht entsprechen. Aber gerade das war der wesentlirh:^te 
Zweck der Karte, da^fs aus ihr alle Specialkarten durch blosses 
Abzeichnen, ohne jede weitere Keduction. erhalten würden, 
und dass dieselben dabei die übliche Gesti'.lt hätten. 

§ 1. Nachdem aus den angetührten Gründen die in Rede 
stehende Projection verworfen war, wurde die Projection einer 
Prüfung unterzogen, mittelst deren man gewöhnlich die nörd- 
liche und südliche Halbkugel darstellt. Aber obwohl hier alle 
Meridiane durch gerade Linien wiedergegeben werden, die im 
Pole zusammenlaufen, and dadurch der eine der obigen Uebel- 
stände vermieden wird, so musste doch auch diese Projection 
verworfen werden, weil auf allen Meridianen die Breiten* 
grade zu ungleich sind, nftmlich am Pol nur halb so gross 
wie am Aequator^ während doch gefordert wurde, dass der 
Maassstab überall auf der Karte derselbe sei und die wahre 
Grösse der einzelnen Provinzen bei einem Blick aaf die Karte 
richtig geschätzt werden könne. 

§ 5. Man musste daher eine andere Art der Projection er- 
sinnen, bei der erstens alle Meridiane durch gerade Linien darge- 
stellt würden, auf welchen aucli alle Breitengrade dieselbe Grösse 
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erhielten, and bei der zweitens alle Meridiane die Parallel- 
kreise unter rechten Winkeln schnitten. Da es indessen anf 
diese Art sicher nicht [145] zn erreichen ist, dass die Grade 
der Parallelkreise zu den Meridiangraden überall in dem rieh* 

tigen Verhältniss stehen, in dem nämlich, das sie anf der 

Kiigfel wirklich haben, so schien es g-erathen, lieber die letzte 



Fordtruug uiclit genau zu erfüllen, iÜ6 auf die vorerwähnten 
Voitlieile zu verzichten. Hier erhob sich nun die ;uisserst 
wichtige Frage: wie müssen die Meridiane und Parallelkieiae 
der Karte beschaflFen sein, damit das Verhältniss der Längen- 
nnd Breitengrade zu einander von dem wahren Werthe, den 
dasselbe auf der Kugel hat, möglichst wenig abweicht? Und 
zwar soll die Abweichung, die man nun einmal in deu Kauf 
nehmen mnss, falls man die oben erwähnten Vortheile erhalten 
will, so geriu«: sein, dass man die Fehler kaum bemerken kann. 

§ 6. Diese Forderung war ein berühmter Astronom und 
Geograph jener Zeit, De Lisle'^'^), dem die Antertigung einer 
solchen Gesammt karte zuerst tibertragen war, dadurch zu er- 
füllen bestrebt, dass er auf zwei besonders bemerkenswerthen 
Parallelkreisen das Verhältniss zwischen Längen- und Breiten- 
graden dem wahren Verhältnisse genau gleich machte. £r 
war der Ansicht^ dass^ wenn die genannten Parallel kreise so- 
wohl von dem mittleren Parallelkreis der ganzen Karte als 
▼on den am änssersten Bande gelegenen gleiche Abstände 
hätten^ die Abweichung nirgends erheblich sein könne. Hier 
fragt es sich nun, welche beiden Parallelkreise 
zweckmässigerweise auszuwählen sind, damitauch 
die grdssten Abweichungen, die Oberhaupt ent- 
stehen können, so klein wie möglich werden. 

§ 7. Es sei (Fig. 8) ^ ein Tbeil irgend 
eines Meridians, der durch das russische Reich 
geht, und zwar sei A der südlichste, B der 
nördlichste in Betracht kommende Punkt des- 
selben. Die Breite von A sei = «, die von B 
-= 6; es wird somit nahezu a = 40°, b = 70°. 
Ferner bezeichne die Länge eines Grades auf 
allen Meridianen, endlich seien P und Q die 
Punkte, ftlr welche die Längen- und Breiten- 
grade in richtigem Verhältniss zu einauiler 
stehen, und es sei /> die Breite von /^ q die von Q. Da 
die Grade irgend eines Parallelkreises der Kugel zu den 
Meridiangraden sich verhalten wie der Cosinus der Breite zn 1, 




Fig. 8. 
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so mass an der Stelle P ein Längengrad die Grösse J^p 
= ö cosp und an der Stolle Q die Grösse Qq = d cos q 
haben, [146] und zwar kann man die kleinen Limen Qq, 
obwohl sie in Wirklichkeit Kreisbogen sind, als gerade Linien 
ansehen, die auf dem Meridian AB senkrecht stehen ^^]. 

§ 8. Man ziehe jetzt durch die .Punkte p und q die 
Gerade pqOi velche den Haoptmeridian AB in O schneide. 
Diese Gerade Oqp stellt den nächsten Meridian dar, der von 
dem Hanptmeridian um einen L&ngengrad absteht; und auf 
gleiche Weise können von dem Punkte 0 ans die tlbrigen 
Meridiane leicht gezogen werden. Zur Bestimmung des 
Schnittpunktes O haben wir die Proportion 

(Pp — Qq) :PQ = Pp:Pü, 

d. h. 

d{cosp — cos ; q — p = ö co3/> : PO, 

mithin 

cosj» — cos^ 

Nimmt man etwa p = b{)^\ q = 60®, so findet mau den Ab- 
stand PO = 45°r. Da nun der Punkt P vom Aequator 
um 50^ absteht, beträgt der Abstand des Punktes O vom 
Aequator 95°!'; O liegt daher jenseits des Erdpoles in. einer 
Entfernung von von letzterem. 

§ 9. Da hiernach jener Punkt O, in dem alle Meridiane der 
Karte sich schneiden, von dem wahreu Erdpole, von dem auf 
der Kugel alle Meridiane ausgehen, verschieden ist, so würde 
filr solche Gebiete, die dem Pole sehr nahe liegen, ein ganz 
verkehrtes Bild entstehen. Indessen brauchen auf einer Ge- 
sammtkarte des russischen Reiches keine Gebiete jenseits des 
70. Breitengrades dargestellt zu werden; Falls daher nur för 
diese Breite der Fehler kein sehr grosser ist, ist jene Ab* 
weichung ohne Bedeutung. 

Hat man den Punkt O gefunden, so beschreibe man von 
ihm aus mit dem Radius OP einen Kreis, trage auf dem Um- 
fang desselben gleiche Stocke von der Lftnge d cos p ab, d. h. 
Stflcke, die gleich der wirklichen Länge eines Grades dieses 
Parallelkreises sind, und ziehe dann von 0 nach den eis- 
zelnen Theilpunkten gerade Linien, so bilden diese die Meri- 
diane der Karte. Ferner erhält man die Parallelkreise der 
Karte, indem man um O Kreise beschreibt, deren Radien um 
je einen Merldiangrad unterschieden sind. Für die beiden 
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Breiten und q iät dann von selbst das Verhältniss von 
Längen- und Breitengraden das richtige. So kuiiu man das 
Gradnetz der Gesammtkarte leicht construiren, und darin die 
einzelnen Orte, resp. Provinzen einzutragen, bietet keine 
Schwierigkeit weiter dar. 

[147] § 10. Wir wollen nunmehr vor Allem sehen, wie 
sehr diese Darstellung in den äiisserstpn Punkten A und B 
der Karte von der Wirkllplikeit abweicht. Es sei Aa ein 
Grad des durch A^ Bb ein Grad des durch B gehenden 
Parallelkreises. Diese Linien müssten eigentlich die Längen 
ö cos a und 6 cos h haben. Um die Grdase zu finden, die sie 
wirklich auf der Karte habend bestimmen wir den Winkel 
PO/i, der einem Längengrade entspricht. Derselbe ist 

Pp ^ 'cos p — cos f/l cos p — cos q 

PO q — p — p * 

da d = 1^ ist. Diesen Winkel wollen wir der Kttrze halber 
mit (a bezeichnen, also 

d (cos p — cos g] 

setzen. Nehmen wir, wie oben , p = 50^, q =t 60^, so wird 
jener Winkel P0/> = a> = 49' Bei Berechnung des- 
selben ist zn beachten , dass die Differenz q — p nicht in 
Graden, sondern in Theilen des Radius ausgedrückt werden 
muss, und zwar ist, nebenbei bemerkt, ein Grad = 0,01745329. 
Aus dem Vorstehenden ergiebt sich, dass die Winkel 
welche die einzelnen Längengrade bei O miL eiiiuüder bilden, 
etwas kleiner als ein Grad sind^O). 

§ 11. Um die Fra^e allgemein zu behandeln, bezeichnen 
wir jenen Winkel, der einem Grade entspricht, mit w, also 

d [cos p — cos g] 

nnd da hier und q in Graden ausgedrückt sin^l, muss man 
die Differenz ry— ;? mit 0,0 1 745321» nmltipliciren, einer Zahl, 
für die wir der üürze halber a schreiben wollen, so dass 

d (cos p — cos q) 

a[q—p) 

wird; und hierin ist d = 1^ za setzen, wenn wir (a in Graden 
haben wollen. Ausserdem wollen wir annehmen, dass der 
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Abstand des Püuktes O von dem Pole, Jenseits dessen er liegt, 
z Grade betrage. Da der Abstand des Punktes P vom Pole 
= 90° — p ist, so wird sein Abstand von O = 90° — p z, 
also in Theilen des Radius = a(90^ — p+z). Fflr dieselbe 
Strecke ist vorher gefunden 

PQ ^ (q — P) cos P . 

C08/> — COS£ ' 

und zwar ist dies die Lftnge von PO^ in Graden ansgedrfickt. 
Diese Lftnge masa also s= 90^ — p + z sein, woraus 

COS p — cos ^ ' 

folgt. 

§ 12. Weiter ist der Abstand des Punktes A vom Pole 
= 90° — a, daher die Strecke ^0 = 90*^ — 0 + « nnd 
in Theilen [148] des Kadius = cc (90^ — a + z). Diese 
Strecke giebt, mit ca mnltipiicirt, die Lange des Grades Aa\ 
diese Lftnge wird demnach 

6(^0% p — cos ^) (90° — a 

während ihre wirkliclie Grosse d cos a sein mii^stc Die Diffe- 
renz zwischen beiden Werthen giebt den Fehler der Karte 
im Endpunkte A an. Ebenso wird am anderen Ende B ein 
Grad eines Farallelkreises der Karte 

^(90** — b -\- z) (cos/? — cos q) 

wfthrend die Länge dieses Grades in Wirklichkeit = d cos & 
ist. Die Differenz zwischen beiden Werthen ergiebt den 
Fehler der Karte am Ende B. 

§ 13. Zunächst wird man nun zweckmässiger Weise die 
Lage der beiden Zwischenpunkte P, Q so bestimmen, dass 
die Fehler an den beiden äussersten Enden -.4, B einander 
gleich werden. Das giebt die Gleichung: 

(90® — « + (cos o — cos q) 

' ^ — cos a 

q — p 

^ (90^ — 6 + (COSJP — C08 q\ _ ^ 

q—p ' 
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und diese kann mau auf loigende Form briogen: 

{a — ^) (cos p — cos (j) + {g — p] [cos a — cos 6) = 0 . 

§ 14. Zur Erieichteroiig unserer Untersuchiing wollen 
wir an Steile der Grössen p und q die in Graden gemessene 
Strecke Zj nm die der Punkt .0 über den Pol hinaus liegt, 
in die Beebnnng einfahren, femer den Winkel der im 
Punkte O den einzelnen Längengraden entspricht, oder den 
zwei benachbarte Meridiane, die anf der Erde nm einen Grad 
von einander abstehen, anf der Karte mit einander bilden; 
nnd swar wollen wir annehmen, dass anch dieser Winkel <a 
in Graden oder in den üblichen Theilen dnes Grades aus- 
gedrückt ist. Dann können wir d = 1 setzen, nnd es 
wird die Länge des Grades eines Parallelkreises in 
A = a(90^ — a + z]oj, in ^dagegen = a{dO^ — b + 2)0). 
Da die wirkliche Länge dieser Grade cosa, resp. cos /> ist, 
so ergiebt die BcJiii^uug, dass die Feliler in A und JJ ein- 
ander gleich seien, die Gleichung: 

[149] a (90^ — a + «) w — cos a = a(90** — A + w — cos h , 
und diese lässt sich auf folgende reduciren: 

a a — b)L<j = COS b — cos U 

oder 

cos a — cos b 
tt; =- _ 

u(o — a) 

und zwar ist dieser Werth in Theilen eines Grades ausgedrückt. 

§ 15. Nachdem wir die Fehler der Projection an den 
äussersten Pankten A und B einander gleich gemacht haben, 
wollen wir es so einrichten, dass diese Fehler ausserdem dem 
grdssten Fehler gleich werden, der innerhalb der Strecke AB 
auftreten kann. Der grösste Fehler liegt nun in der Mitte X 

von AB '^'^)^ einem Punkte, dessen Breite s= ^ ^ ist, woraus 

sich die Grösse des Fehlers 

= «190^ ^ 1- j| w — cos--~ 

ergiebt. Doch hat dieser Ausdruck das entgegengesetzte Vor- 
zeichen wie die entsprechenden Ausdrücke in A und B\ und 
man muss daher sein Vorzeichen umkehren, d. h. den Ausdruck 
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cos — ^- — a 1 90® ^ f- 2^1 w 

betrachten. Botst man diesen den beiden Fehlern in A und 
B gleich, so erhält man die Gleichungen: 

a (90*>—« +af) w — cos« = cos — a jso** — — y- + arj 

und 

er (90° Ä + a:) w— COS = cos^-^^ — a |90°— ~^ + ;3 j f j . 

§ 16. Die Gleichheit der Fehler in A und B hatte uns 
schon die Gleiehnng 

COS a — cos b 

(t) s=t 

a{ö — a) 

geliefert. Setzen wir diesen Werth in die erste der beiden 
vorstehenden Qleichangen ein, so ergiebt sich: 

(180** — 4a — i5 4- 22;)(cos<i — C08Ä) . a-h* 

i äs i ^ = Cosa + cos — ^ — 

ö — a 2 

oder 

a— 4^ + 2« = rosa + cos— - I, 

* Cosa — cos//[ 2 

und hieraus folgt unmittelbar der Abstand 2z. 

§ 17. Wir wollen dies Resultat nnn auf die Karte des 
rossischen Reiches anwenden. Da hier a 40®, b = 70®, 

d ~4~* b 

also — - — =55° ist, so haben wir [150] zunächst für den 

Winkel cti die Gleiehnng: 

cos 40® — cos 70° _ 0,4240243 

^ 3Öä 0,5235987 ' 

worans man eti = 48' 44" findet. Weiter giebt die vorletste 
Gleiehnng des § 15: 

a [b5° 4- 22j ti> = cos 40" cos 55° = 1,33962 , 
nnd da 

0,42402 
aw = — 3^=0,0141 

war, so erhalten wir 

85® + 2r = if^^ = 95®, d. h. « = 5*».3J») 
' 0,Ul4l ' ' 



18ü° — I 
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§ 18. Wir hatten vorher angenomroen, dass der grösste 

Fehler auf die Mitte der Strecke AB fällt. Da dies nicht 
genau zuzutreÜen braucht, woilen wir Dunmehr den Punkt X. 
bestimmen, in dem der Feliler am grössten ist. Bezeichneta; 
die Breite von X, 30 ist der Fehler dort 

Cf (90® — X z)(o — cos X , 

und das Differential dieses Ausdrucks muss verächwinden. 
Bei der Bildung dieses Dili'ereutials darf man ja niclit, wio 
gewöhnlich, d cosx = — sinxtix setzen, da x hier in Graden 
ausgedrückt ist; vielmehr wird hier d cos x gleich — sin Xy 
maltiplicirt mit dem Differential des in Qraden ausgedrückten 
Bogens, der seinerseits = ax ist Demgemftss haben wir 
hier zu setoen^^): 

d cos X ^ — sin X ' adx ^ 

und die Bedingung, dass das Differential des obigen Aus- 
drucks verschwindet, giebt daher 

— ao) dx -\- adx Bin X = 0 

oder 

sin :z; = c«; , 

wobei (0 der oben gefundene Brach 

cos a — cos b 



CO 



a{b — a) 



0 4240243 

ist, der in unserem Falle = ist. Dieser Bruch 

ist = sinrr, woraus sich x~ 54" 4' ei^Mei)t. Der Punkt X 
fällt daher nicLt <?enan in die Mitte von AB. 

§ 1 9. Nncli Ermittelung des Werthes von x haben wir 
für den Fehler an dieser Stelle: 

a (90® — X z)u} — cos «; 

sein negativer Werth muss dem Fehler in Af resp. B gleich 
sein. Das giebt die Gleichung 

a(180® — a — a: + 2^] w = cos a + co8;c; 

nnd hienras ist der Werth von z su berechnen. Da s 54^ 
ist, so folgt 

cos a -I- cos X 

8^ + 2« = - ^ = Ü5°56', 
' au ' 
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daher 

während at = 0,S098270 eines Grades, d. h. 

cü s= 48' 44" 

[151] § 20. Wir wollen jetzt noch sehen, wie o^ross 
jener Maximalfehler an den Stellcü Bj X wird. Zu dum 
Zwecke berechnen wir den i ehler in A\ derselbe ist 

«w (90^ — « + — Cosa — 55 act> — 0,7660444 

0,00946 , 

da ao) = 0,01410 war^"); d. h. während ein Grad auf dem 
Parallelkreis von A die Länge = 0,7 66«) 4 hat, ist derselbe anf 
der Kart etwas grösser, nämlich =^ 0,77550. Obige Zahl stellt 
den Feiller dar, aasgedrückt in Theilen eines Meridiangrades, 
und da auf einen solchen Grad 15 Meilen gehen, beträgt der 
Fehler 0,14190 Meilen, d. h. ungefähr den siebenten Theil 
einer Meile oder eine ruthenische Werst. An dem Ende 
d. h. in der Breite 70^, wo ein Grad des Paralleikreises die 
Länge 0,342o2 hat, beträgt jener Fehler nnr den as. Theil 
der ganzen Länge; ein solcher Fehler ist in jener Gegend 
znlässig. 

§ 21. Zur Constraction der Karte des rnssiscben Reiches 
wird man hiernach am zweckmässigsten zunächst einen Punkt 
O festlegen, der auf dem Meridian BA jenseits des Poles 
liegt nnd von demselben einen Abstand von 5 Graden hat. 
Auf AB denke man sich dann die einzelnen Breitengrade in 
gleichen Abständen aufgetragen und durch die Theilpunkte 
Kreise beschrieben, deren Oentrum O ist: diese Kreise stellen 
dann die Parallelkreise der Ivarttj diw^ währund die Meridiane 
durch O gehende gerade Linien sind, die in O einen Winkel 
von 48' 45" mit einander bilden. Demgemäss hat, da OA 
= 55*^ ist, auf dem durch den Endpunkt A gehenden Parallel- 
kreise ein Längengrad die Grösse 55 ta^^ = <>,7 7550 ; d. h. 
ein solcher Grad verliält sich zu einem Grade des Meridians 
wie 0,77550: 1. Diese Theiinng: kann man leicht ausfüliren 

§ 22. Da auf unserer Karte alle Meridiane durch gerade 
Linien dargestellt werden, werden auch andere grösste Kreise, 
die man auf der Ku,i;el gezogen denkt, nicht erheblich von 
geraden Linien abweichen Der Aequator würde ein Kreis 
mit dem Oentrum O und sein Radius 95^ werden; die cid- 
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zelnen Grade des Aeqnatois würden daher die Länge 95a<(» 
t= 1,33950 habeo, statt daaa sie den Heridiangraden gleich 

w ären. Da aber der Aequator nicht mehr auf unserer Karte 
liegt, inaclit der üben erwähnte Fehler nichts aus. Wir wollen 
jetzt nocli züätilien, um wie viel grösste Kn^elkreise, die wir 
auf der Karte zeichnen, von «reraden Linien abweichen. 

[152] § 23. Zur Erleid] terung dieser Unlerauchung denken 
wir uns den mittleren Meridian AB (Fig. 9) einerseits bis 
zum Punkte O, andererseits bis zum 
Aequator verlängert, und zwar möge o 
er letzteren in 1, treffen, so dass .7 ^"""""""^^.^ 
AE = 40" wird, AB = 30^ und ^--^^^ 

B0 = 25^. Der Pol liege femer ^ ^---^ , 

in TT, wo Ott = 5° ist Der um ^^^-^^-""""^ 

O mit OJE beschriebene Kreis stellt ^ / 

den ausserhalb der eigentlichen / 
Karte liegenden Aequator dar, Aof / 
letzterem nehmen wir einen Bogen >^ 
EF^ der 90** Längendifferenz ent- ^ ^^^...^^ 
spricht, und dessen Oentriwinkel e 
daher £0F= 90^ - ^ 72** 5.3' Fig. 9. 

ist, während die Strecke OF 

ebenfalls = 95** ist. Dieser Ponkt F ist der gemeinsame 

Schnittpunkt aller grössteu Kugelkreise, die senkrecht zu un- 
serem Meridian Aß gezog:en werden können ^8), 

§ 24. Wir wollen nun einen grössten Kugelkreis con- 
struiren, der auf AB senkrecht steht und durch einen beliebig 
angenommenen Punkt Z zwischen A und B geht. Die wahre 
Gestalt der diesem Kreise entsprechenden Curve wird von 
einer trauscendeuten Gleicliunfr nb]iän,s"pn: doch wird diese 
Curve nicht merklich von dem Bogen eines Kreises abweichen, 
der durch die Punkte Z und F geht und in Z auf der Ge- 
raden AB senkrecht steht. Um die Krümmung dieses Kreis- 
bogens ZF zu ermitteln, fälle man von F ans das Loth FG 
auf 0£f so ist 

OG = 95** . cos 72"53' = 27.96024 , 
FG = 95" . sin 72"53' = 90,7 9221 . 

fiierans sieht man, dass die Gerade FG selbst einen Quadranten 
dines auf ^JB senkrechten grdssten Kugelkreises darstellt, und 
da FO sehr nahe gleich 90 Meridiangraden ist, so wird längs 
desselben die Karte kaum eine Yerzerrung haben ^^j. Wenn 
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man dagegen durch den Endpunkt A einen zu ^IL senk- 
rechten grössten Kugelkreis zieht, so wird sein Bogen AF 
etwas grösser als die Gerado FO. Indessen ist der Fehler 
nicht allzu erheblicl». Denn der Radius eines solchen Kreist» 
wftrd<» l()5"j^M7 7 ln'tragen, also so gross sein, dass seine 
Kifinunung anf der Karte kaum wahrnehmbar ^153] wäre. 
Um so weniger wii'd dies für die amiern der in Rede stehenden 
grössten Kugelkreise der Fail sein; alle werden sich von ge- 
raden Linien nur wenio: unterscheiden. 

§ 25. Was hier betrefl's der gröaaten Kugelkreise gesagt 
ist, die auf dem mittleren Meridian AB senkrecht stehen, 
gilt in gleicher W i e von allen grössten Kreisen, die andere 
Meridiane senkrecht durchschneiden. Daher hat man bei 
einer derart entworfenen Karte den ansaerordentlichen Yoi^ 
theily dass gerade Linien, die von irgend einem Pankte nach 
einem anderen gezogen werden, ziemlich genau grössten KreiscD 
der Kugelfl&che entsprechen nnd daher die Abstände irgend 
welcher anf der Karte gelegenen Orte ohne erheblichen Fehler 
mit Hfllfe des Zirkels gemessen werden können. Dieser wich- 
tigen Eigenschaften wegen verdient die erörterte Projection 
für eine Gesanimtkarte des rnssisclien Reiches den Vorzug vor 
allen andern, obwohl sie, streng genommen, nicht wenig von 
der Wirklichkeit abweicht. 
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Allgemeine Bemerkungen. 

Hinsichtlieh des LebenBgangofl und der wissensehaftlieheB 

Bedeutung Euler^B verweisen wir auf das in Heft 73 der 
Klassiker, S. 55 — 57, Gesagte. Doch sei hier noch auf ein 
neues Verzeichnisö von s sämmtUchen Abliandluugen [Iudex 

operum Löonardi Euleri, coutectus a Joanne U. Hagen S. J., 
Berolini, Felix L. Dames, 1896] aufmüiksam gemacht, das 
erst nach dem Erscheinen des Heftes To veröffentlicht ist. — 
Das vorliegende Heft bilde! eine Ere^änzung zu den Heften 
54 und 55 der Klassiker ; mit diesem iieft« entbiiit die Samm- 
lung die wichtigsten Arbeiten über die matlieinatische Theorie 
der Kartenprojection aus dem Ende des vorigen und dem An- 
fang dieses Jahrhunderts. Der Zeit nach fallen die hier zum 
ersten Male in deutscher Üebersetzung veröffentlichten Arbeiten 
Mulßr*% zwischen die dasselbe Thema behandelnden Abhand- 
lungen von Lambert (1772, cf. Heft 54) und Lagrange 
(1779, cf. Heft 55). Ueber Lambert geht JSuhr in mehr- 
facher Bexiehong hinaus. Beide fassen den Begriff »Abbil- 
dung« in allgerndnerem Sinne auf, als es bis dahin geschehen. 
Während jedoch der Erstere, Ton speciellen Abbildnngen aus- 
gehend, erst allm&hlioh auf die Verallgemeinerung geführt 
wird, stellt £kiler den allgemeinen Begriff an die Spitze (ef. 
§ t, 8. 3), und daher ist bei ihm der Ansatz der Aufgabe 
▼on Tome herein ein viel allgemeinerer. Beide Autoren 
stellen die wichtigen Principien der Winkeltreue (Conformität) 
einerseits, der Flächeutreuc audcrerseits Miif; beide entwickeln 
aus dem ersten dieser Principien die allgemeinen Formeln tnr 
die couforme Abbildung. Während aber Lambert mit diesen 
allgemeinen Formeln nichts anzufangen weiss, sondern bei 
jeder Art der Abbildung specielie Ansätze, r.esp. . Methoden 

Ostw»ld*s JÜMsikcr. 9a. 5 
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benutzt, leitet Etiler ans den allgemeinen Formeln die 
specieUen Resultate fflr die verschiedenen Arten der stereogra- 
phischen Trojection her. Anch in der Behandhing der fiächen- 
treuen Abbildiinjr geht Euhr , sowohl wa^^ tlou Ansatz, als 
was die Resultate betrifft, über Lambert hinaus, ^immt man 
dazu die grössere P^leganz in den analytischen EntwickelnDgen, 
so erkennt man^ dass Euler^s Arbeiten, die übrigens keinerlei 
Angaben über die frtthere Litteratar enthalten, einen weaent^ 
lichen Fortschritt gegenüber denen Lambert s zeigen. Lagrange 
freilich führt die Aufgabe weiter als Euler, in so fern er einer- 
seits die eonformo Abbildung beliebiger Rotationsflächen behan- 
delt nnd andererseits die allgemeinste conforme Abbildung ermit- 
telt, bei der den Meridianen nnd Parallelkreisen jener FMchen 
Kreise der Karte entspreeben. [Anf die winkeltrene Abbildnag 
geht Lagrange tberbaopt nicht ein.] Mmerhin bilden JBitler^% 
üntersnchnngen eine wichtige Vorarbeit zu denen von Lagrange 
nnd sind für die EntwleMnng der Theorie von erheblielMr 
Bedentnng gewesen. Ihre Yerdff&ntliiAnng in der vorliegenden 
Sammlnng dttrfte nm so meh? gerei^tfertlgt sein, als die A«la 
der Petersburger Akademie, in denen sie erschienen sind, nnr 
Wenigen zugänglich sind. Diesem Umstände ist es auch ^ ohl 
zuzuschreiben, dass sie nicht so bekannt sind, wie sie es ver- 
dienen. So erwähnt z. L». Jacohi in seiner nachgelassenen 
Arbeit über die conforme AbbiMung des dreiaxigen BUipsoids 
[C. G. J. Jacohih Gesamnielto Werke, Band II, Berlin 1882, 
S. 399) zwar lAimhert und Luqrünge, aber nicht Euler. 

In der vorstehenden Darlegung des Verhältnisses der Euhr^ 
sohen Arbeiten zu denen von Lamhcrf und Lagrange ist 
eine kurze Inlialtsaugabe der beiden « rsten der vorliegt mlcn 
Abhandlungen enthalten. Eigenartig ist die dritte Abhandlung; 
sie entwickelt die Oesiehtspiinkte , die bei der für die «rrosse 
Karte des russischen Reiches benutzten Projection, der sosre- 
nannten De /.u/e'schen, besser 3/er<"a^or'schen vgl. die fol- 
gende Anmerkung 27), in Frage kommen, und eröitert, wie 
man die Fehler einer derartigen Karte möglichst verringern 
kann (vgl. § 6, S. 55). Diese dritte Abhandlnng wird daher 
mehr den Geographen, der die praktische Anwendang im Ange 
hat, interessiren, während die beiden ersten haaptsichlicfa Ar 
den Mathematiker wichtig sind. 

Die Originaltitel der drei Abhandinngen, sowie die Stelle 
der ersten VerOffentUebung sind oben bei den einseinen Titele 
angegeben; anch die Seitenzahlen des Originals lAnd der 
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Uebersetzuog beigefügt. Die Eintheiluug des Originals in 
Paragrapbea ist beibehalten; nur in der Bezeiebniiiig d«r 
Paragraphen musste eine Aenderung vorgenommen werden 
(vgl. Anmerkmig 5), Die Uebersetzung ist nicht ttberall wort* 
getreu ; sondern es wurde mehr Gewieht darauf gelegt , den 
Sinn wiederzngeben. Einzelne der grösseren Deutlichkeit wegen 
gemachte kurse Zusätze (z* B. S. 5, 8. 12 Mitte, 6. 16 unten, 8. 2S 
nnten etc.) sind als solche dadurch gekennzeichnet, dass sie 
in eckigen Klammern stehen. In den Formeln des Originals 
findet sich eine grossere Zahl von Dmckfehlem, die hier ver^ 
bessert sind; diese einzeln anzufahren, dürfte nnnötfaig sein. 
Was die Schreibweise der Formeln betrifft, so ist Etder'% Be* 
eeichnnng der partiellen Ableitungen durch beigesetzte Klammern 
beibehalten. Dagegen ist mehrfach statt der Euler sehen die 
modeiLic Schreibweise benutzt, indem z. B. Bt&ttppj cos*q> 
statt cos (f -^ ^ [^) statt z/ : Z etc. geschrieben ist. Der nattlr-> 
liehe Logarithmus ist durch log statt durch / bezeichnet. 
Endlich sind an einigen ötellen statt der Differentiale die 
Differentialqnotienten gesetzt. 

Die Figuren sind mit geringftlgigen, weiterliin anzugeben- 
den, Aendernngen Copien der Fjdcr <v\w.u Figuren. Die 
Kammern der letzteren, die mit nicht zu unseren Abhandlungen 
gehörigen Figuren auf denselbw Ta£etn vereinigt sind, raussten 
geftndert werden. 



Specielle Noten zam Text. 
Abhandlung i. 

1) Zu §7^ S. 8. Bider setat hier als bduumt varäns, 
dnas eine Eugelfläohe nicht in eine Ebene abgewickelt werden 
kann, nnd schliesst daraus, dass es unmöglich ist, den Qlei- 
ehnngen I — III des § 7 gleichzeitig au genflgeo. Weiterhin 
weist er in § 9 diese Unmöglichkeit direct nach. 

2) Zu § 9, S. 8. Die Bezeichnung »exacte Differentiale« 
kennt Euler noch nicht. In der Uebersetzuns: ist diese Be- 
zeichnung überall benutzt, wo Etiler^ wie z. ß. an der vor- 
liegenden Stelle, . sagt: »ut iätae binae formulae integrabiies 
evadant«. 

3 Zu § / J, S. 12 und § 17, S. 13. Euler's Ausdrucks- 
weise, dass dx einem Längengrade entspreclien soll etc. 
^J£uler sagt »referat gradum«, an der zweiten Stelle »denotet 

5* 
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gradnm«), ist nach modernen Begriffen unzulässig. Vielmehr 
wflrden hier die Differentiale durch endliche Zunahmen der 
Variabeln zu ersetzen sein mit dem Hinzufügen, dass für 
letztere die Differentialformeln noch angenähert gelten. — 

Die Figur 3 ist im Original nicht ganz richtig gezeichnet; 
dort sind PR und QS nicht paralle^ EF^ und der Winkel 
QPIt ist kein rechter. 

4) Zu § 10, S, 12, Betreffs 3fercator's vgl. Heft 54 der 
Klassiker, S. 85, Anmerkung zu § 9. 

5) Zu § 16\ S, 12, und § 33, S. 21, Euler bezeichnet 
den § 1 6*^ eben so wie den vorhergehenden mit 16, so dass 
die Zahl 16 doppelt vorkommt. Dagegen fehlt später § 33 
ganz. Um diese Unzweckmässigkeit zu vermeiden und an- 
dererseits mit Euley% Bezeichnung der einzelnen Paragraphen 
in möglichster Uebereinstimmung zu bleiben, ist iu der Ueber- 
Setzung dem zweiten § 16 die Nummer 16^^ gegeben, während 
der § 32 des Originals in die beiden Paragraphen 32 und 33 
getheilt ist. 

6) Zu § 21 , S. 15. Dass die Curve in E unter dem 
Winkel ^ gegen EF geneigt ist, folgt unmittelbar daraus, 
dass die kleinsten Theile der Kugel denen der Bildebene 
ähnlich sind, und hätte deshalb einer besonderen Ableitung nicht 
bedurft. — Die vorletzte Formel des § 2 1 enthält irrthümlich 
vor der Wurzel das Zeichen zb statt des allein richtigen -j-. 

1) Zu § 27, S. 19, Euler hat die in § 26 gestellte Auf- 
gabe in § 27 auf die Bestimmung einer Function r zurück- 
geführt, bricht dann aber ab und sucht andere Lösungs- 
methoden. — Auch der in § 27 eingeschlagene Weg hätte 
zum Ziele geführt. Die Bedingung dafür nämlich, dass die 
rechte Seite der letzten Gleichung S. 18 ein exactes Differential 
ist, lässt sich, wenn man, wie in § 44, an Stelle von u die 
Variable 

s = f — = log tang (45*^ -f 4w) 

«/ cos U ^ ^ \ AI 

einführt, auf die Form bringen: 

, . ö*(rcos?/) . ö* fr cos w) ^ . 

Die allgemeine Lösung von (a) kann man so schreiben: 
rcos«=/(*H- jJV^) -f-//,5 — 
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falls f eine willkttrUehe Function, die conjngirte Function 
bezeichnet. Aus r ergiebt sich mittelst der letzten Gleicliung 
Ton S. 18 und daraus folgen tt und y. Um die Ausdrticke 
ftlr % und y za erhalten, die weite rhin in § 44 sieh ergeben, 

hat man nur jf = — ==■ V — 1 JT' zn setzen, wo F* die 
Ableitung der In § 44 auftretenden Function F bezeichnet. — 

Auch die in den §§29 — 41 nntersuehten Particularlösungen 
hätten sieh unmittelbar aus Gleichung (a) ableiten lassen. 

8) Zu S. 19 und 26» Im Original heissen die üeber- 
Schriften: »Methodus particularis (8. 26 Blethodns generalis) 
resolvendi aequationes« etc. 

ü Zu § 41 j jS. 26. Die Bildung der allgemeinen Lösung 
aus den Particnlarlösuiigeii beruht auf einer bekannten Eigen- 
schaft linearer homogener Differentialgleichungen. 

tu) Zu § 44, 6'. 28. Euler setzt hier stillschweigend 
voraus, dass die Function F mit reellem Argumente reell ist. 
Bezeichnet Hllpreraeiner F eine Function, die auch complex 
sein kann, so ist, wenn 

X -{-y = 2 r(log 8 — tV^) 

ist, und wenn x und y selbst reell werden sollen, 

a; — y = 2 r, (log 8 + tV^) 

zn setzen, wo F^ die zu F eonjugirte Function ist, d« L 
diejenige, welche auB F dnrch Aendemng des Vohseichens 

von y — 1 entsteht. 

1 t ) Zu § 45, S. 28. Die hier angeftihrte Reihenentwicke- 
iung ist ätets nur für ganzzahlige Werthe von X statthaft, 
nicht aber ohne Weiteres auch ftir beliebige X. 

12) Zu ^ 49, S. 31. Diö Endformeln des § 49 sind noch 
nicht so allgemein, wie die in § 40 entwickelten. Um letztere 
zn erhalten, müsste man einmal 

„ . « 4- löge — d}/~^ 

Z =: Sin 2 

nehmen, wo 

« = log« — l 

ist, während ö, u Oonstante bezeichnen, sodann 

. - logf — ((5 -f — 1 

Z = sm • 
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Die Ooiubination bei(1er LösuDgen würde daua auf die For- 
meln des § 40 führen. 

13) Zu § 50y S,3L Das8 die Meridiane und Parallelkreise 
einander senkrecht schneiden^ i&t eine Folge der Aebnliehkeit der 
kleinsten Tiieile, nicht eine daneben bestehende Eigenschaft. — 
Wie man zeigt, dass für beliebig gestaltete kleinste Theile 
die Aebnliehkeit gilt, darüber vgl. die folgende Anmerkung 20. 

13^) Zu § Öl ^ S. 31. Die in Rede stehende Projection 
bezeichnet man gewöhnlich als stereographische Poiarprojection. 
Bei y ist wieder, wie oben, das Vorzeichen in das entgegen- 
gesetzte verwandelt; femer sind die in den Formeln des § 48 
auftretenden Faotoren fortgelassen. 

\4) Zu § Ö4y S, 33. Die Lösung der hier besprochenen 
Aufgabe fttbrt, falls man noch = z setzt, auf die nicht 
lineare partielle Differentialgleichung 



. "(7) 



Die allsiemeine LtisiinL'- dieBer Gleichung lääst sich nicht in 
geschlossener Form darsteiieu. 

15) Zu § 59 j iS. 37. 7jM dem hier Gesagten ist Fol- 
gendes zu bemerken. Dass bei der Integration der Gleichung 
dt = — ad 2' die willkürliche Constante fortgelassen ist, ist 
deshalb zulässig, weil mau einen beliebigen Meridian als An- 
fangsmeridian wählen kann. Ferner sind die Oonstanten c 
und a durch folgende Bedingungen bestimmt. Soll der Punkt, 
In dem die Meridiane der Karte zusammenlaufen, das Bild des 
Poles sein, so muss, falls man sich auf die nördliche Halb* 
kugel. beschränkt, für u = 90^, d. b. = 1, ^ = 0 und 
y = 0, mithin c = — 1 werden, und a muss negativ sein. 
Sollen endlich die Meridiane der Karte dieselben Winkel mit 
einander bilden, wie auf der Kugel, so muss a = — t sein. 
Die Formeln des § 59 ^werden dann: 

Yx* 4- y- = V2(l — Binw) = ^siß |^ — , ^ = *ang 

Das l^ogenelemtiit eines Meridians der Karte wird, absolut 
genommen, 

da^ = — d Vx' + = cos |~ — yj du , 
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das fiogeneiement eines Parallelkreises dagegen , 

während die entsprechenden Bogenelemente der Kugel sind: 

ds^ = du , ds^ =t cos 2^ dt = sin |y — u^dt. 
Daraus folgt 




^ierans erkennt man die Grösse der Verzerrung, die, ausser 
am Polj immer eintritt. Die Gestalt, die irgend ein Gebiet 
auf der Karte hat, weicht nur dann nicht erheblich von der 
Wirklichkeit ab, wenn das Gebiet m der 2Hähe des l'oies liegt. 

Abhandlung II. 

IG) Zu ,^ /, A'. .9S und § 7, .S". r).l. Euler sagt: >Ambo 
Haemisphaeria, superius scilicet et iTilV rius.« 

17) Zu §2, S. Sf). Die hier benutzten Formeln sind die 
in §41, resp.47 abgeleiteten, in denen 1)0" — n= ü gesetzt und 
die 'willkürliche Function mit z/ statt mit / ' bezeichnet ist. Dass 
in den drei Ausdrticken fär resp. y J nicht dieselbe Fane- 
tiOD das beigesetzten Arguments bezeichnet, sondern nur all- 
gemein zur Bezeichnung einer willkürlicken Function benutzt 
wird, wird das Verständniss nicht erschweren. Vielleicht wäre 
68 zweckmässiger gewesen, in jenen Ansdrtleken verschiedene 
Fanctionazeichen zu benutzen. 

18) Zu § 3f S, 39, Gewöhnlich nimmt man bei der so- 
genannten stereograpbiscben Projection als Projectionsebene 
nicht die Tangentialebene in dem dem Augenpunkte entgegen- 
gesetzten Punkt, sondern die durch den Kugelmittelpunkt 
gehende Ebene, die dieser Tangentialebene parallel ist (vgl. 
Nr. 55 der Klassiker, S. 4 unten). Das Bild der Tangential- 
ebene ist das auf den doppelten Maassatab veigiücscrte liild 
der Centralcbi'iic. 

Der ]Samc »stereographische Projcclion ist von dem bel- 
gischen Mathematiker Aguillou oder Aguilouius (1566 — IG 17] 



Digmzca by Ci^r..- . iv. 



72 



AnmerkaDgen. 



eingeftthrt und hat sich, obwohl er wenig zweckmässig ist, 
allgemein eingebtirgert. — Die hier erörterte Projectionsart 
pflegt man als stereographische Horizontalprojecüon (Projeetioii 
auf den Horizont von C) zu bezeichnen. 

19) Zu § 5^ S. 40f 4L Im Anfang des § 5 hätte hiazn- 
gefügt werden mttssen, dass m anf dem Kreise AM liegt. 
Ferner ist der ^t^/^'sche Beweis in so fem incorrect, als 
von vorne herein die Winkel ASC nnd AsC^ die sieb 
nm einen nnendlieh kleinen Winkel nnterseheiden, als gleich 
angenommen werden. Strenger lisst sieh die Ableitung so 
gestalten. Ist snn&chst Mm ein Bogen von endlicher Grösse, 
so ziehe man die Sehne Mm, Bann ist der Winkel 
AsC = ASO — MAm, Andererseits ist Winkel AMm 
gleich der Differenz der Peripheriewinkel Uber den Bogen 
AM nnd Jlfi», d, h. AMm = 90^ — — MAm, mithin, 
da ASC=^90^ — ^z, AMm = AsC. Hieraus folgt die 
Proportion Mm : v9ä = AM: As; und falls M??i unendlich 
klein ist, kann der Bogen an Stelle der iSeiine und zuglefch 
AiS an Stelle von As treten. 

20) Zu § .5, S. 41. Zljir Erläuterung diene folgende Be- 
merkung. Es sei M?i ein Bogenelement des durch M mit 
dem Radius MP besclirlebenen Kreises, iSt die Projection 
von Mn, Dann verhalten sich St und Mu als Kreisbo^^en, 
die zu gleichen Centriwinkein gehören (§ 4), wie die Kadieu, 
mithin eben so wie Ss zu Mm. Ferner ist Winkel mMn 
=z sSt = 90°, und daher sind die Dreiecke 3/?? ?/ nnd Ssf 
ähnlich. Hieraus folgt, dat^s ein beliebisrcs Bogenelement mn 
der Kugel gegen den durch seinen Endpunkt jn gehenden 
Meridian unter demselben Winkel geneigt ist, wie die Pro- 
jection von m7i gegen die Projection des Meridians, nnd dass 
das Verhältniss von mn zu seiner Projection von dem eben 
genannten Winkel, d. h. von der Richtung von mn^ unabhängig 
ist. Daraus ergiebt sich weiter, dass ein beliebig gelegenes 
unendlich kleines Kugeldreieck seiner Projection ähnlich ist; 
nnd endlich gilt dasselbe für betiebig gestaltete Fliehenelemente, 
da man diese in Dreiecke serl^en kann. 

n) Zu § 6, S. 41, 42. Die Gleichheit der Winkel ECS 
nnd GCM folgt unmittelbar daraus, dass die Linie CS 
Tangente des Kreises CM in C ist Ans demselben Grunde 
gilt tta: SC die Formel des § 3. — In der ^tf/«r*schen 
Figur 5 fehlt die gerade Linie CS^ wie überhaupt an dieser 
Figur mehrfache Aendemngen anzubringen waren. — Statt 
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'bezogen auf den Meridian GC als Anfangsmeridlan« (S. 41 , 
leiste Zeile] steht im OrigiDal »loDgitndinem loci M in Meri- 
diano 

22) Zu §7^ S. 42. Betreffs der Ableitung der folgenden 
Formel vgl. Heft 75 der Klassiker, S. 42. 

23} Zu § lly S. 44. Etwas einfacher wird die Rechnung^ 
wenn man wie in § 12 verfuhrt. 

24) Zu § 14, S, 47. Nicht nnr alle grössten Engelkreise 
ergeben in der Projection wieder Kreise, sondern dasselbe ist 
mit allen beliebigen auf der Kugel gezogen eu Kreisen der 
Fall. Das folgt einfach daruus, daas die Bilder der Parallel- 
kreise Kreise sind, und dass der Pol der Parallelkreise eine 
beliebige Lage anf der Kogel hat. 

25) Zu § löj S. 48, Zn bemerken ist, dass, da CO von 
ß unabhängig ist, die Mittelpunkte aller Meridiane der Karte 
Äuf derselben Linie ÜN liegen, 

26^ Zu §20^ S. 52. Das über die VerzeiTung Gesagte 
folgt daraas, dass für Punkte, die nicht weit von einander 
entfernt sind, die lineare Vergrösserung sehr wenig verschieden 
ist. Betreffs des letzten Satzes vgl. Anmerkung 24. 

Abhandlung III. 

27) Zu S. Ö3 und 55, De Lisle [aneh de tUU ge- 
sehrieben] , Joseph Nicolas f am 4. April 1688 an Paris ge- 
boren , widmete sieh vorzngsweise astronomisehen nnd, wie 
sein Yater nnd drei seiner Brflder, geographisehen Stadien. 
Er wnrde 1726 nnter Ejitharina L naoh Petersburg bemfen, 
wo er eine astronomisehe Sehnle gründete. Neben der Ajtro- 
nomie hat er sich nra die Geographie Rnsslands, das er 
nach verschiedenen Richtungen hin durchreiste, verdient ge- 
macht. 174 7 kehrte er nach Taris zurück und starb dort 
am IL September 176S, von seinen Zeitgeuosseu fast ver- 
gessen. Den Plan, eine Karte des russiöchoii Reiches zu ent- 
werfen, fasste er schon in der ersten Zeit seiner Petersburger 
Thäti^keit. 

Uebrigens ist die nach De Lide genannte Projection, die 
zn den sogenannten konischen Projectionen vgl. Anm. 29) ge- 
hört, schon vor ihm von Mercator benutzt in seinen »Galiiae, 
Belg^ii inferioris et Germaniae tabulae«, Duysburgi 1585. 

27^^) Zu §lf S.S3. MasitiSi Johann Matthias (auch Haas, 
Baase nnd Hase genannt), war am 14. Jannar 1684 zn Angs- 



Digiii^ca by Gu^.- . 



74 



Anmerkungen. 



bürg geboren, wurde 1720 Professor der Mathematik in Witten- 
berg und starb daseibat am 21. September 1742. Er gab Karten 
verschiedener Länder heraus (Ungarn, Rnssland, China, Afrika) 
und entwarf ausserdem historische Karten. — Betreffs des 
vorletzten Satzes von § 1 vgl. Anmerkung Kl 

28) Zu § 2, S. 53 und 54. Das hier Gesagte setzt voraus, 
dass es sich um die sogenannte stereographische Aequatorial- 
Projection handelt, bei der der Augenpunkt ein Punkt des 
AeqoAtors ist, also nm die übliche Abbildung der östlichen 
lud westlichen Halbkugel, während doch nach § 1 Euler eine 
fttereographische Projection im Aage hat, bei der der Aiigeii-> 
punkt eine beliebige Lage liat. 

2^) Zu § 7 , S. 56. Es ist durchaus Bieht nOthig, «Ue 
Kreiabogea Pp, Qg durch gerade Linien zn ersetzen; die 
Proportion in § 8 gilt auch fUr Kreisbogen streng. 

UebrigeDS kann man die in Rede stehende Projection 
folgendermaassen entstanden denken. Um die Kngelzone, die 
Ton den dnreh A nnd B gehenden Paralleikreisen begrenat 
wird, oder einen Theil dieser Zone abzubilden, denke man sieh 
denjenigen geraden Kegel , der durch die Parallelkreise der 
Punkte P nnd Q geht, nnd flbertrage die Kugelzone derart 
auf die Kegelfläche, dass den Meridianen der Kugel die Ge- 
raden des Kegels, allen Parallelkreisen der Kugel aber Parallel- 
kreise des Ke^rels entsprechen. Die J'arallelkreise P nnd Q 
dev Kugel gchüii dabei in sich selbst üher, jeder iindere Parallel- 
kreis der Kugel in einen solchen Kiej» des Kegels, dessen 
Abstand von der Spitze O gleich dem Polabstand des be- 
treffenden Kugelkreises, vermehrt um eine gewisse Constante, 
ist. Nachher wickle mau den Kegelmantel in eine Ebene ab. 

30) Zu § 10, S. 57, Die Gleichung 

Pp 

' PO 

giebt den Winkel oj^ ausgedrückt durch das Yerhältniss des 
Bogens mm Kadius. Ist aber w in Graden ausgedrHekt, so ist 

Pp 

PÖ = «^' 
wo er y^TT = 0,01745329 ist, d. h. es ist 

d (cos p — cos g) ^ öicoB p — cos.o) 
aio SS 21 oder w = — -f- ^ • 
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In dem angegebenen Werth von cu ist statt 6'' besaer 5'' m 
seizen. 

31) Zu §12, SS. Es ist Bogen Aa = AO - am 
sss (dO^-^a+ 2) «Cd, und setzt man den Ausdruck fttr aoi 
ans Anmerkung 30 ein, so folgt die Formel des Textes. 

32) Zu § löy a9. Daraof, dass der grdMte Fehler in 
der Mitte liegt, gelangt man dorch folgende Betracbtnng. ist 

f(x) der Fehler fttr die Breite Xj so wissen wir, daB8^(d;) 
Uta x^p nnd x = q Tersehwindei Dieser Bedingnng ge- 
nügt die Fnnetion 

f{x] = m[x — p)[x — q) . 

tn konnte swar noeh eine Fanction von x sein; der Einfaoh» 
heit halber nehmen wir m als eonstant an. Dann ist [x) = 0 
Hr x^ \{p -\- q). Da ferner die Fdiler in A nnd B 
gleich sein sollen, so ist 

woraus 

a + h^p + q 

iiiV^i, d. b. der Maximalfehler lieut an der Stelle x = i{a + h). 
Aus obiger Form von /"(.?) ftilgt ferner nnmittelljiir , dass der 
Fehler an der Stelle :r = ^ {a -\- h) das entgegengesetzte 
Zeichen hat wie an den Stellen x = a und x = b. 

Wenn die in Bezug auf / (.r) gemachte Annahme aucli nicht 
genau der Wirkliciilieit entspricbt, bildet sie doch eine erste 
Annäherung an dieselbe. Vgl. übrigens § 18 und folgende. 

33) Zu § 17 y S. 60. Die Kesult&te sind nicht genau; 
vielmehr mtlsste es heissen 

€ö = 48'35'', 2 = 4^53'. 

34) Zu § 18, S. 61. Der Winkel x ist in Graden aus- 
gedrückt; für ihn ist daher das Verhältuias von ßitoren zu 
Radius x' — ax. üin die übliclien analytischen Fonneln an- 
wenden zu IvOHii^ii, muäs man C03:r' statt ao^x ächreiben. 
Dann sieht man, dass 

d cos x* = — sin x'dx' = — sin «' • adx 

ist, und für sin x' ist wieder sin x gesetzt. 
Der Werth von x ist genauer x = 54^4, 7'. 

35) Zu § 19, S. 62. Die genaueren Werthe sind 

4** 53,5', ta = 48'35", 
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36) Zu § 20 und 2f , S. 62. Der hier benutzte Werth 
von aw ist ungenau, vielmehr ist acu = 0,014134. Damit 
und mit dem genaueren Werthe von z (Anmerkung 35) er- 
giebt sich der Fehler = 0, 00960 statt 0,00946. Danach 
ändern sich auch die folgenden Zahlen ein wenig. Die wirk- 
liche Länc^e eines Grades auf dem Parallelkreis A ist 0,77 58 1, 
der Fehler bttrii^^t hier 0,147 Meilen; bei B ist der Fehler 
der 35. Theil der Länge. 

Auch in § 21 sind die Zahlen entsprechend den in An- 
merkung 35 nnd 36 angegebenen zvl ändern. 

37) Zu § 22f S, 62* Daraus, dasa die Meridiane gerade 
Linien sind, kann man nur schliessen, dass gröaate Kogel- 
kreise, die nahe einem Meridian verlaufen, nahesn gerade 
Linien sind. Die Ersetzung der Bilder beliebiger grösster 
Kogelkreiae dnreh gerade Linien, resp. durch Kreise, wie 
in den folgenden Paragraphen, kann nnr als eine sehr 
rohe Annfthemng angesehen werden* Welche Abweichnngen 
von der Wirklichkeit man dabei erhält, hat gar nicht 
erörtert. Man kann diese Abweichnngen auf folgende Weise 
ermitteln. Ein grösster Kiigelkreis, der auf dem Meridian 
^ 0 senkrecht steht und denselben in der Breite schneidet, 
hat die Gleichung: 

1) tang» = tang«^ - cos 

Um die Curve der Karte zu erhalten, welche das Bild dieses 
Kreises ist, denke man die Punkte der Kartenebeno durch 
Polarcoordinaten ^, -3^ bestimmt , deieu Pol der Punkt O ist. 
Dann ist, wenn man die Länge eines Meridiangrades der Karte 
zur Längeneinheit nimmt: 



Ol ist dabei als Theil eines Grades auszudrücken, d. h. 
cu = 0,80983 zn setzen. Demnach wird das Bild des grössten 
Kreises 1): 



3) tang (90" -f- ^ — ^) = tang {90^ + z q^) cos 



Andererseits hat die Gerade, welche in der Breite anf dem 
Meridian ^ ^ 0 senkrecht steht, die Gleichung 




cos^ 
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Die Vergleichung der diircli die Gleichuiiizen 3) nnd 4) be- 
stimmten Werthe von q würde für die verschiedenen d- die 
Abweichung der Cnrve 3) von der Geraden 4) ergeben. 

3S) Zu § 23, S. 63. Euler sagt statt Schnittpunkt »Pol«. 
Dieser Aasdrack ist nnzweckmässig, da man unter Pol eines 
Kugelkreises etwas Anderes versteht. 

39) Zu §24, S. 63. Dass längs FG keine Verzerrung 
stattfindet, ist nieht bewiesen. Wenn auch FG nahezu = 90** 
ist) also nahe gleioh der Lftnge des entsprechenden Bogens 
der Kngely folgt daraus noch nichts dass gleichen Theilen von 
FG stets auch gleiche Bogen des Eugelkreises entsprechen. 

Halle a. S., Oetober 1897. 

A. Wangeriu. 
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